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El conocimiento del
espacio geométrico
euclidiano

GUSTAVO SACO

, . El presente trabajo indaga los diversos modos cémo el espacio
fisico .determina las propiedades geométricas y cémo este mismo
espacio es el que nos_proporciona las bases para llegar a su co-
nocimiento. El conocimiento iadquirido a través del auscultamien-
to de ese espacio fisico constituye la piedra de toque decisiva so-
bre lq cual se desarrolla la geemetria. La tridimensionalidad del
espacio que siglos. de .cultura y de-experiencias con la naturaleza
no han logrado rebastr 'este marco; explican la consistencia de
los conocimientos jgeométricos.-| El continaum cuatridimensional de
la teoria de la relatividad no anula la tridimensionalidad del es-
Pacio sino que la armoniza con la unidimensionalidad del tiempo.
Por,otro lado, el espacio de ni-dimensiones de la ciencia contem-
poranea no son sino abstracciones matemdticas, y no hay alguna
prueba de que el espacio fisico se comporte de esa manera. Tam-
poco es reducible la geometria a las relaciones légicas, aun cuan-
do la quica es un poderoso procedimiento en el desarrollo de la
geometria. Si se intenta reducirla, como lo pretenden algunos ma-
tematicos, es porque se estd utilizando un mismo término, geome-
tria, para referirse a dos disciplinas, que se complementan pero
que no son identificables.

Empirismo geométrico y observacidn numérica concreta
El conocimiento espontdneo e inmediato de las propiedades

tridimensionales del espacio, se amplia como lo hicieron los anti-
guos egipcios y babilonios al hallar diversas relaciones en el es-
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pacio por medio de figuras geométricas, empiricamente disefiadas.
No obstante que estudiaron sélo de manera empirica algunas re-
laciones de magnitud de muy pocas figuras geométricas, como el
tridngulo, el circulo, la esfera, la pirdmide, el cuadrilatero y los
dngulos, llevados por sus necesidades fundamentales de medir el
suelo, y por sus construcciones, dieron un paso decisivo para tras-
cender los limites del conocimiento inmediato y espontdneo del es-
pacio. Fue evidente, a partir de aquella época, que dentro de la
tridimensionalidad del espacio, era posible analizar otras propie-
dades que hubieran permanecido desconocidas, a no ser por las
necesidades de medicion. Es cierto también que al conocimiento
de las dreas y volimenes solamente llegaron aproximadamente,
ain cuando fueron mds exactos al establecer la relacién entre la
circunferencia y el didmetro, y las relaciones entre los lados de
un tridngulo. En ninglin caso lograron demostrar de un modo de-
ductivo la validez de las propiedades de las figuras geométricas.
Sin embargo, ain cuando no demostraron, por lo menos mostra-
ron esas propiedades, sin alcanzar; por supuesto, la abstraccién y
generalizacién que iba a alcanzar posteriormente la geometria de
los griegos. No obstante,.el procedimiento empirico de los egip-
cios y babilonios revela que no es.indispensable que, para cono-
cer las propiedades geométricas, sea necesaria la demostracién a
través de la deduccién, partiendorde ciertos principios. El proce-
dimiento empirico en el tratamiento de las figuras geomeétricas nos
da a conocer ciertas propiedades de las figuras, asi como el pro-
cedimiento experimental en la fisicq, ain cuando no sean tan de-
cisivas ni concluyentes,.por-no, partir . de principios y deducciones
a base de esos principios.” De igual modo, la geometria empiricq,
si no hubiese sido utilizadd la'deméstracién’ dediictiva, hubiese pro-
porcionado conocimientos semejantes a los que ha revelado la fi-
sica, cuando innumerables investigadores se hubiesen dedicado a
estudiar, sobre la base exclusiva de la experiencia, las propieda-
des de las figuras geométricas, pero no poseeria la evidencia ge-
neralizadora, como tampoco la posee la fisica del presente. Por
lo demds la topologia o analysis situs en algin momento procede
basdndose en la experiencia, pues se descubren ciertas relaciones
espaciales sin partir de principios, la cual nos indica el camino
que hubiese segquido la geometria de no mediar la demostracién
deductiva, en tanto que indica también que no es forzoso el dejar-
se llevar por la demostracién deductiva como el tnico procedi-
miento para conocer las relaciones espaciales de las figuras geo-
métricas. Es un hecho histérico que el conocimiento de las rela-
ciones espaciales, a través de la geometria empirica, de los egip-
cios y babilonios, durante siglos no sobrepasé el estadio rudimen-
tario; pero igual consideracién se puede hacer en otras dreas del
saber como la astronomia y el conocimiento de la naturaleza, a
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pesar que ya tuvieron conocimiento rudimentarios también en es-
tas dreas. Son los factores histéricos y sociales los que permitie-
ron que solamente a un ritmo muy lento se desarrollara el conoci-
miento en cualquier drea. De ningin modo es justificado respon-
sabilizar a la ausencia del método deductivo, el estado rudimen-
tario de la geometria entre los egipcios y babilonios, sino exclusi-
vamente a su insuficiente desarrollo social, lo que repercutié no
solamente en lo rudimentario de la geometria sino también en
otras disciplinas.

La geometria bien pudo haberse desenvuelio a través de los
siglos como una disciplina basada en la experiencia, como se de-
senvolvieron otras disciplinas, y no habria que distinguir entre geo-
metria fisica o aplicada, por un lado, y geometria matemdatica o
pura, por otro. Su suerte hubiese sido la misma que la que siguie-
ron las ciencias de la naturaleza.

Como las necesidades de medicién del suelo y de la construc-
cién llevé a los egipcios a un primer conocimiento empirico de la
geometria, sin embargo, estos ‘conocimientos tan elementales po-
sibilitaron el advenimiento de la.geometria de Tales de Mileto. En
efecto, por los relatos histéricos sé\sabe que Tales viajé a Egipto
Y tuvo conocimiento de la geometria _elemental egipcia.

Observacién y deduccidn' gecméiricas

A los griegos se les atribuye el descubrimiento del procedimien-
to 1égico y deductivio len, o geometria v ja Tales de Mileto el haber
i,nif:ictdo la nueva era de-la geometria. Aun cuando ha quedado
unicamente para'la posteridad el enunciado de pocos teoremas So-
bre dngulos, triégngulos y circulos, no ha quedado consignada la
demostracién que pudo haber tenido para esos teoremas. Sin em-
bargo, el mismo enunciado de los teoremas revela un poder de ge-
neralizacién que difiere fundamentalmente de los datos numéricos
Y cuantitativos de las relaciones espaciales de las figuras geomé-
tricas de los egipcios y babilonios. No porque a estos altimos les
haya faltado la generdlizacién, como se constata en sus enuncia-
dos sobre el volumen y las dreas de las figuras geométricas que
estudiaron, sino que su generalizacién era equivocada por cuan-
to no expresaba la verdadera relacién espacial, o porque tan solo
expresaba ciertas relaciones numéricas de las relaciones que ha-
bian descubierto. En cambio, en Tales de Mileto se constata un
enunciado de los teoremas hecho de un modo tan general, cuyo
nivel de abstraccién deja de lado toda referencia numérica o cuan-
titativa, asi como el enunciado de sus teoremas expresa tan fiel-
mente la relacién geométrica, que hoy mismo podemos comprobar
su verdad. Es de suponerse que Tales para llegar a enunciados
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tan generales de los teoremas geométricos, haya tenido que de-
mostrar su validez, aun cuando no conozcamos qué demostracién
utilizé. 8i esta es la situacién preguntémonos qué tipo de demos-
tracién pudo haber utilizado, para lo cual tomemos en cuenta los
diversos tecremas que se le airibuyen.

El estudio de las proposiciones geométricas de Tales revela
que es précticamente suficiente observar las figuras geométricas
a las que se refieren sus proposiciones para tener la evidencia de
la verdad del enunciado acerca de las figuras. Asi en las propo-
siciones: Un circulo se corta en dos por cualquier didmetro; los
dngules de la base de un tridmgulo isésceles son iguales; si dos li-
neas rectas se cortan los dmaulos opuestos son iguales (o los én-
gulos verticales formados por dos lineas rectas que se cortan son
iguales). Estas tres proposiciones geométricas permiten constatar
ue su conocimiento requiere Unicamente capacidad intelectual
de observar las caracteristicas de una figura geométrica para te-
ner el conocimiento de esas caracteristicas, sin haber mediade nin-
guna demostracién o deduccién 1égica propiamente.

La proposicién geométrica de-Tales: El dngulo inscrito en un
semicirculo es un dngulo recto; proposicién. que fue conocida por
los babilonios como un hecho' geomeétrico, -hace ver, como segura-
mente lo hicieron los babilonios, que el auscultamiento de la figu-
ra correspondiente, permite por la simple observacién, tener evi-
dencia de la verdad de esta proposicién, por lo cual, tampoco ha-
ria falta una demostracién légica propiamente, o por lo menos si-
tha a esta proposicién enire un camino intermedio entre la simple
observacién, como las otras tres” proposicionés mencionadas ante-
riormente. En todo caso, nores indispensable una demostracidén 16-
gica, para tener la conviccion de su verdad. Otras proposiciones
geométricas airibuidas a Tales como la que enuncia que dos triém-
gulos son congruentes si tienen dos dngulos ¥ un lado respectiva-
mente iguales, pueden también comprobarse con una relativamen-
te sencilla construccién de dos tridmgulos, y constatar que se su-
perponen adecuadamente. En cambio, el teorema llamado propia-
mente de Tales, y que se anuncia de la siguiente manera: los
lados de éngulos iguales en los triéngulos semejontes son propor-
cionales, requiere, efectivamente, en este caso, de una verdadera
comparacién de dos tridmgulos y establecer mediante la utilizacién
de razones geométricas, la proporcionalidad de los lados. Es tam-
bién cierto que con esta comparacién se tiene un conocimiento
adecuado de la verdad de una proposicién geométrica, sin necesi-
dad ain de llegar a la demostracion. La historia nos dice que es-
te teorema fue utilizado por Tales para medir la altura de la gran
pirédmide de Cheops. Digamos que en este Ultimo tecrema no es
suficiente una simple cuscultacién u observacién de la figura geo-
métrica y requiere, por lo menos, comprobar por medio de razones
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elementales geométricas, la verdad de la proposicién, comproba-
cién es que ya una demostracién, pero todavia no es una demos-
tracién légica deductiva, a partir de axiomas geométricos funda-
mentales. ¢Llegd Tales a demostrar de manera logico-deductiva
la verdad de las seis proposiciones geomeétricas que se le atribu-
yven? No ha quedado en la historia nada que confirme que utili-
26 este tipo de demostracién. En cambio, nos queda el firme con-
vencimiento, baséndonos en las proposiciones geométricas que ha
dejado, que utilizé la generdlizacién en las verdades geométricas,
lo cual implicaba un vuelco completo en el espiritu de la ciencia.

Es verdad que todas las proposiciones geométricas de Tales
de Mileto pueden ser demostradas de un modo 1dgico-deductivo,
pero el andlisis de esas proposiciones nos hace ver que es sufi-
ciente una abstraccién generalizadora, una decisién del intelecto,
que va a ser verificada en todos los casos en que la mente tenga
que enirentarse a las figuras geométricas. Dos pasos ha dado ya
el conocimiento de las relaciones espaciales, como se reflejan en
las figuras geométricas: 19 Lalgeometria empirica de los egipcios
y babilonios, sobre la base de“lé observacién de las relaciones nu-
méricas, cuantitativas;*.2°/La geometria generalizadora de Tales
de Mileto sobre la base de la-Observacién de las relaciones espad-
ciales de las figuras geométricas. “El*tercer paso, el 1égico-deduc-
tivo, lo hallaremos al llegar a la escuela pitagérica. De todos mo-
dos, la geometria de 10§ egipcios vy babilonios y la de Tales de Mi-
leto, nos ha enscfiado la existencia de dos momentos en el conoci-
milento geométrico:  La observacién numérica concreta; y observa-
cién abstracta y generalizadord; Ggudlmente nos ha ensefiado que
para el conocimiento. de algunas propiedades geométricas elemen-
tal’es es Unicamente suficiente la observacién de las relaciones nu-
méricas que se descubren en las partes de una figura, o la obser-
vacién de una figura misma, auscultando la relacién que haya en-
tre sus partes, y generalizando posteriormente estas relaciones.
La generalizacién geométrica no tiene por qué seguir otro camino
fundamentalmente diferente al que sigue la generalizacién en el
conocimiento de la naturaleza fisica o social. De aqui se des-
prende que la geometria no ha de partir necesariamente de axio-
THES, T deducir, partiendo de los axiomas, las propiedades de las
figuras geométricas. Solamente podré establecerse que el conoci
miento partiendo de los axiomas lleva a una mayor profundidad,
a una mayor evidencia y ordenamiento de las verdades geométri-
cas, pero que no es forzosamente el unico, pues para un grado
de avanzado del conocimiento, es suficiente la abstracciéon gene-
ralizadora, erigida sobre la base de la observacién. Queda sin
embargo pendiente la cuestién de que da la abstraccién generali-
zadora a la geometria tal cardcter de evidencia que no parecen
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poseer las generalizaciones en otras dreas que no seam matemd-
ticas.

Geometria demostrativa

Con la escuela pitagérica la geometria alcanza definitivermen-
te el nivel de demostracién de los teoremas. Aun cuando son
muy contados los teoremas geomeétricos que se atribuye a los pi-
tagédricos, la demostracién que elaboraron para esos teoremas con-
sagra de manera decisiva una nueva orientacién en el estudio de
la geometria. Asi, el teorema fundamental de la geometria, cono-
cido como el teorema de Pitdgoras, fue demostrado por los pita-
gdricos, de modo convincente. No obstonte, el modo de demostra-
cién que se supone que fue utilizado en este teorema y que se con-
signa todavia en Fuclides, revela trazas de un modo empirico de
demostiracién. Primeramente, en cuanto a su origen, las cntiguas
culturas orientales conccieron empiricamente la existencia de un
tridmgulo en el cual uno de sus lados deberia de mantener cierta
definida proporcién como de 574 y 3. 'como ya lo conocieron los
egipcios y aun también los babilonios. “En sequndo lugar, un tipo
de demostracién consiste en frazar un cuadrado a partir de la hi-
potenusa, y a cada uno delos catétos, y argumentar que la figura
cuadrada tendida sobre la<hipotenusa es igual a las figuras cua-
dradas tendidas sobre cada uno de los catetos. Es un tipo de de-
mostracién que utiliza la comparacion de figuras y que de un mo-
do visualiza esta relacién entre el cuadrado de la hipotenusa y el
de los catetos. Subdividiendo a.cada una de las figuras cuadra-
das en pequefios cuadrados iguales todos ‘ellos entre si, con sdlo
contar estos pequefios cuadrados podemos constatar que la figura
cuadrada tendida sobre la hipotenusa es igual a la suma de las
figuras cuadradas tendidas sobre cada una de los catetos. En una
primera instancic es entonces posible llegar a un tipo de demos-
tracién que précticamente, de un modo empirico, permita consta-
tar la verdad de la proposicién geométrica, y que posiblemente ha
sido asi conocido por los antiguos eqipcios y babilonios. Esta ver-
dad geométrica que vendria a ser posteriormente el teorema de
Pitdgoras, v que es uno de los teoremas fundamentales de la geo-
metria, pudo haber sido conocido sobre la base empirica, sin po-
seer, por supuesto, el grado de generalizacién que va a adquirir
con los mismos pitagdricos. Los origenes del teorema de Pitdgo-
ras constituyen una comprobacién definitiva que la verdad de las
proposiciones geométricas no requiere necesariamente de una de-
mostracién 1égico-deductivo, pues es suficiente una demostracién
empirica y a partir de la cual, se puede hacer una abstraccidén ge-
neralizadora. Es muy probable que el destine de muchas otras
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proposiciones hubiese sido el mismo, a no ser por la elaboracién
sistemdtica del procedimiento ldgico-deductivo con Euclides espe-
cialmente. La demostracién atribuida propiamente a los pitagé-
ricos, inscribiendo un cuadrado dentro de otro mayor, y deducir
la verdad del teorema a base de los triéngulos rectdngulos que se
formaom en el interior, si responde a una demostracién légico-deduc
tiva, con lo cual se inicia un procedimiento esencialmente diferen-
te que probablemente tuvo sus comienzos en Tales de Mileto.
Otro teorema fundamental atribuido a los pitagéricos por Eu-
demo es el concerniente a la suma de los dngulos de un triéngulo.
Los pitagéricos lo demostraron trazando a partir del vértice de un
4ngulo, una paralela al lado considerado como la base del tridm-
gulo. La demostracién precisa y clara de este teorema revela tam-
bién que los pitagdricos se hallaban ya alejados de las compro-
bacicnes empiricas, o de una simple observacién de la figura geo-
métrica misma, para inducir sus conclusiones; y aun mds, esta de-
mostracién incluye el concepto de paralelas. Pero este concepto
de las paralelas, a atenernos especificamente al teorema, no con-
lleva todavia la evidencia que-va a poseer posteriormente el postu-
lado de las paralelas que ¢omo quinto postulado se enuncia por Eu-
clides. Esto significa qué la sumd de los dngulos de un tridngulo
puede demostrarse partiendo ‘“nicamente de un concepto de para-
lelas, pero sin que e requiera forzosa o necesariamente, de-
ducir la verdad del tecrema, de modo légico, partiendo de un pos-
tulado. La demostraciéfi”pitagdrica no alcanza el grado de gene-
ralizacién légica que va a tener posteriormente por su relacién con
el quinto postulado: ' LEda mismardeméstracién pitagdrica permite
constatar que no es esencial para un primer conocimiento de la ver-

dad de un teorema de la geometria, el que tenga que derivarse de
un postulado.

Geometria y coincidencia

Al iniciar el estudio de la geometria de Euclides nos encontra-
mos con sus definiciones, postulados y nociones comunes (llama-
dos los dos ultimos posteriormente axiomas) de los cuales ha de
deducirse, como tltima instancia, las propiedades enunciadas por
los teoremas. ¢En qué se justifica Euclides para establecer sus
postulados y nociones comunes y dar a las definiciones el signifi-
cado que les fue dado? La respuesta cldsica es que los postula-
dos v las nociones comunes (axiomas) son evidentes por si mis-
mas y por lo tanto no tienen demostracién, y que las definiciones
tienen o expresan la cualidad esencial de las propiedades geomé-
tricas. Sin embargo, encontramos que las definiciones no van
acompafiadas de ninguna demostracién, por lo cual creemos que
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es justificado situcrlos gnoseoldgicamente al lado de los postula-
dos y axiomas de la geometria euclidiana, puesto que no hay nin-
guna crgumentacién que nos lleve a aceptar las definiciones y por
lo que aparecen también como evidentes por si mismas, no requi-
riendo demostracién alguna. Esto dltimo da una caracteristica se-
mejonte o los postulados, nociones comunes y definiciones de la
geometria euclidiona. Averigilemos si esia aparente similitud es
en el fondo esencialmente justificada. Pero, previamente tenemos
que preguntarnos por qué los postulados y las nociones comunes
son verdades evidentes por si mismas gue no requieren demosira-
cién. Comencemos por las nociones comunes.

El término nociones comunes utilizade por Euclides nos indica
que no tienen validez Unicamente referidas a las propiedades geo-
métricas, sino que también valen para ofra propiedad que encie-
rra alguna magnitud, como se desprende del enunciado de las mis-
mas nociones comunes y enire las cuales consideremos las siguien-
tes: Las cosas que son iguales a la misma cosa son también igqua-
les entre si; Si iguales son afiadidog a iguales todos son iguales;
Si iguales son sustraidas de dgudles;-la resta es igual; Las cosas
que coinciden una con la eira sén iguales la una con la otra; El
todo es mayor que la parte. ¢Por qué estas nociones comunes son
evidentes por si mismas y no requieren demostracién? La geome-
tria v la filosofia cldsica se hian conformado con esta constatacion,
pero es nuestro intento encontrar una explicacién a estas verdades
evidentes y a su indemostrabilidad.

Observemos que las nociones comunes: Las cosas que son
iguales a la misma c¢osa son también-iguales entre si; y la que
enuncia que las cosas que ceinciden la-una con la otra son igua-
les entre si, son oxiomas ‘de un mismo tipo y con rigor légico de-
beriamos poner més bien como primer axioma aquél que nos in-
dica el criterio de igualdad, que es el de la coincidencia, antes de
proceder a referir a las cosas que son iguales a una misma cosa.
Por este motivo, invirtiendo el orden de los axiomas, debe ir en pri-
mer lugar el que se refiere a que las cosas que coinciden son igua-
les la una con la otra. Por lo mismo, este Gltimo axioma debe an-
teceder a aquellos dos que se refieren a iguales que son cdiadi-
dos o restados que son iguales. Procedamos entonces a conside-
rarlos en un orden diferente a como los expone Euclides en sus Ele-
mentos, La nocién comin que enuncia que las cosas que coinci-
den la una con la otra son iguales la una a la otra, al poner el
acento en la coincidencia, sin especificar en qué consiste, pues que
se refiere a un concepic muy general, hace necesario la especifi-
cacién para indagar cudl es la fuente del conocimiento que posi-
bilita el concepto de la coincidencia. La coincidencia es un con-
cepto recogido en la experienciat del mundo fisico, cuando al cons-
tatar que dos de sus objetos presentes ante la observacién son po-
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seedores de rasgos o caracteristicas que se superponen. (;pn la
aparicién del concepto de coincidencia se halla la percepcion de
semejanza de los objetos fisicos, lo cual es un conc‘)c1.rnlento que
se deriva de la experiencia. En el proceso del conocimiento se da
primeramente la percepcién de coincidencia de semejanza d_e los
objetos fisicos a lo cual sigue posteriormente el concepto de igual-
dad de esos mismos objetos fisicos, concepto de igualdad .c:l.cucu
se llega por una reflexién sobre la misma percepcién de coinciden-
cia y de semejanza. Esta coincidencia a su vez, se debe a que los
objetos fisicos mismos son poseedores de cualidades que son las
mismas, por haber una causa fisica que asi los ha producido. Los
nifios también tienen la nocién de parecido, que es su forma de ex-
presarse sobre las cosas que los adultos llaman semejantes, y que
se les manifiesta en su auscultacién del mundo fisico, en el asunto
que ahora estamos tratando. Posteriormente surge en ellos. la no-
cién de cosas iguales que se apoya en estas primeras experiencias
de cosas coincidente, parecidas o semejantes. En un nivel mds
alto la nocién de coincidencia, se debe a un afinamiento de la
igualdad y exige una mayor. elaboracién mental, puesto que des;
taca cosas que son iguales en 6das sus caracteristicas, a lo cual
se llega por un complejé proceso de andlisis y de sintesis de los
objetos fisicos considérados. { Digamos que en este proceso de abs-
traccién se ve la posibilidad que tiene el pensamiento de_ pasar
de la coincidencia y de'la semejanza percibida de los objetos fi-
sicos a la constataciéndel su igualdad. Independientem.ente de
los términos que se utilice es conveniente, sin embargo, precisar que
en este aspecto del conocimiento hay jires niveles que para clari

dad conviene denominar, percepcion de coincidencia, de semejan-
zas y constatacién'de 1a'igualdad!

Coincidencia geométrica y fisica

No obstante, expresados de un modo general los concep‘tos
de semejanza, igualdad y coincidencia no explican las diferencias
que puede haber entre estos tres, pues en cierto modo los 'trete, obe-
decen a un mismo proceso conceptual pues lo igual COlnC_lde: o
lo semejante es igual, o lo que coincide es semejante. Lo impor-
tante es entonces destacar el origen de estos conceptos. Asi, _el
concepto de coincidencia es el que mejor se presta para reflejar
los origenes de la relacién fisica entre diversos objetos; el concep-
to de semejanza, las caracteristicas comunes entre los mismc?s ob-
jetos; y el concepto de igualdad, para expresar hasta sus.nlveles
md&s abstractos cualquier concordancia entre entes exclusivamen-
te fisicos, o entre entes puramente conceptuales o ideales. Por otro
lado, la dificultad para establecer una diferencia radical entre los

92



tres conceptos, revela su comunidad de origen. Efectivamente, si
bien los estimulos fisicos perceptivos tienen necesariamente su ori-
gen en el mundo fisico, al estimular lo fisico los sentidos, pone en
juego y en actividad las posibilidades psicoldgicas conceptuales.
Esto es asi definitivamente en el adulto, pues si este Gltimo super-
pone dos objetos fisicos en los cuales todas sus partes encajan la
una con la oira, el adulto no se limita a constatar la coincidencia
fisica entre los dos, sino que en él se pone en actividad el concep-
to de semejonza y el de igualdad. En el adulto, la coincidencia
fisica desencadena de modo casi inmediato, el concepto de seme-
jonza y el de igualdad. Pero la coincidencia fisica tiene dos nive-
les, el primero de los cuales se manifiesta con los objetos que son
percibidos tosca y rudimentariamente, y el segundo de modo muy
elaborado en el cual se compara muy minuciosamente las partes
de los objetos y en el cual se pone en juego un concepto claro y
distinto de la igualdad. El primer nivel es propio de los nifios v
el segundo propio de los adulios. Es en los adultos en donde se
dificulic diferenciar la coincidencia fisica del concepto elaborado
de igualdad y semejanza, en-ionto-que en el nifio, mientras mas
pequefic es, tanto mdas sethalla la coincidencia fisica del nivel
abstracto conceptual. Por lo anterior,.se comprueba también que
la coincidencia fisica y su concepto rudimentario precede al nivel
elaborado de coincidencia ¥ de igualdad. Ahora bien, si por un
lado, la coincidencia fisica precede al concepto elaborado de igual-
dad, por ofro lado, el parecidofisico de los, objetos que de un mo-
do tosco y rudimentario se da en los niftos, se halla alejado del
concepto de semejanza de los adultos, y temtocmds cucnto mas
pequefio es el nifio. Pues bien, asi como la coincidencia fisica ru-
dimentaric da origen dal concepto de igualdad de los adultos, asi
también el parecido fisico de los objetos es la otra fuente del con-
cepto de igualdad en los adultos. De aqui que la coincidencia fi-
sica y el parecido fisico de los objeto sea anterior al de igualdad.

Por las anteriores consideraciones comprobamos que en las
nociones comunes (oxiomas) como lo planted la geometria de Eu-
clides, si bien para el adulto que las enuncia se le presentan como
verdades vd&lidas por si mismas, que no requieren demostracién,
sin embargo, tienen una profunda base en la experiencia del indi-
viduo en su contacto con el mundo fisico exterior, lo cual cuando
menos permite explicar su origen empirico y de aqui que estos
axiomas evidentes, sean explicables. En primer lugar, el axioma
que enuncia que las cosas que coinciden la una con la otra son
igquales la una a la otra, y por lo cual este axioma que se presen-
ta como evidente por si mismo, es el resuliado de innumerables
experiencias. Por de pronto, si bien no puede ser aiin demostrado,
es explicable en su fuente de la experiencia y en su desarrollo
psicolégico. Pero de esta misma explicacién de la conviceién psi-

93



colégica de la igualdad, es al mismo tiempo, una demostracién si
llegamos a la fuente que ha originado el postulado. Porque jus-
tamente, yuxtaponiendo un objeto fisico sobre otro y constatando
que se ajustan en todas sus partes, es que podemos demostrar que
son iguales, vy si no se ajustan, demostramos que no son iguales.
En lo que acontece en el mundo fisico, esto es definitivamente una
demostracién que se basa en la naturaleza y en el comportamien-
to de los objetos fisicos mismos. Por lo cual se puede aseverar
que el postulado de la coincidencia se demuestra observando los
objetos del mundo fisico. El postulado de la coincidencia es fun-
damentalmente un postulado de la fisica. Sin embargo, ¢por qué
es evidente por si mismo? La evidencia de este postulado se da,
en parte, por que en el adulto, innumerables experiencias han ido
formando en él esta conviccién, v en parte sobre todo, porque es
asi el comportamiento de los objetos fisicos lo que est& al alcance
de todos, tanto para el nifio como para el hombre comin. Es un
conocimiento primario acerca de la naturaleza que rapidamente
se alcanza, pues miultiplemente se halla esparcido por todo el &m-
bito de la naturaleza. Estas innumerables experiencias de la coin-
cidencia es lo que permite’que $é tenga innumerables experiencias
desde la época de la nifiez en’qué ‘el hombre se pone en contacto
con la naturaleza. Dada la“constitucién de la inteligencia huma-
na, ésta desde un prificipio va forjando el concepto de igualdad.
Este concepto de igualdad tiéne como una de sus fuentes mds im-
portantes la coincidenci@’en el mundo fisico. Otra fuente decisiva
del concepto de igualdad es la semejanza entre los objetos del
mundo fisico acercadelarcual el mundo fisico ofrece una riquisi-
ma experiencia, pues son innumerables. los objetos que se presen-
tgn como semejantes, semejanza que reposa en la naturaleza fi-
sica de los objetos mismos, en las caracteristicas inherentes al ob-
Jeto mismo. La semejanza tiene que ver con la coincidencia pues-
to que en la coincidencia, de hecho se superpone un objeto sobre
el otro, en tanto que en la semejanza el sujeto cognoscente supo-
ne que en el caso que se les superponga, éstos han de coincidir,
como de hecho puede acontecer con los objetos en que sea posi-
ble hacerlo. Como los objetos semejantes prodigan en la natura-
leza, la conviccién de la igualdad de lo semejante se da en innu-
mgrables oportunidades, desde el comienzo de la nifiez, y que el
nifio lo expresa con la expresién de cosas que se parecen. Es jus-
tamente a través de la semejanza que se puede probar que dos
objetos son iguales, pues al comparar dos objetos, si se constata
que sus caracteristicas son semejantes, se demuestra al mismo
tiempo que son iguales, asi como se demuestra que no son igua-
les cuando al compararlos no se encuentra las suficientes carac-
teristicas semejantes. Por todo lo expuesto anteriormente, se com-
prueba que el concepto de igualdad reposa en ultima instancia
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en la coincidencia y en la semejanza de los objetos fisicos y que
la semejonza es una variente de la coincidencia, asi como el que
el concepto de igualdad tiene que ir precedido de la coincidencia.
Entonces el axioma de la coincidencia de Euclides debe de prece-
der también al axioma de la igualdad el que enuncia que las co-
sas que son iguales a la misma cosa son también iguales entre si.
De aqui también que estos axiomas no son indemostrables sino
que se demuesiran basémdose en el comportamiento de los obje-
tos fisicos mismos, asi como el que su evidencia se base en que
son conocimientos primarios y que se repitan innumerables veces
por hallarse la coincidencia, vy su varionte de la semejanza, exten-
dida por todo el &mbito de la naturaleza. De los otros dos axio-
mas de Euclides y que se refiere a que si iguales son afiadidos a
iguales los todos son igudles; vy que si iguales son substraidos de
iguales, la resta es igual, se puede hacer andlogas consideracio-
nes y llegar a andlogas conclusiones a las referentes a los dos
axiomas anteriores. En lo concerniente « la Ultima de las nocic-
nes comunes de Euclides, que se enuncia como el que el todo es
mayor que la parte, tiene tambieén. fundamentalmente como base
el comportamiento de los objetos fisicos; recogido por la experien-
cia del sujeto cognoscente, ¥ que es evidente para el sujeto, por
las innumerables experiencias qué, se levofrecen, al observar el
dmbito de la naturaleza, ¥ se puede comprobar en cualquier opor-
tunidad, que en el mundo fisico los objetos siempre se comportan
de esa forma. Solamenie quetes un conocimiento primario que se
tiene de la naturaleza, recogido por el hombre desde una tempra-
na edad y de modo ten-inmediaio, <que pasa-por desapercibido,
o se olvida, que se basa en la experiencia del objeto fisico mismo.
En resumen, las nociones ‘comunes de Euclides 'se basan esencial-
mente en el comportamiento de los objetos fisicos, su comproba-
cién de esos mismos objetos, ¥y su evidencia en las innumerables
experiencias que se tienen sobre los objetos. Un individuo que co-
reciese de la posibilidad de tener experiencias sobre el &mbito de
la naturaleza, no hubiera llegado a esas nociones comunes, ni hu-
biera podido tener la evidencia de los mismos.

Geometria y universalidad

En el fondo, la verdad de esas nociones comunes se basa en
que asi esta constituida la naturaleza v que tales caracteristicas se
manifiestan por doquier, lo cual patentiza la universalidad de cé-
mo se monifiestan y la pronia captacién por el sujeto cognoscen-
te y lo evidente por si mismas, asi como el que de modo casi in-
mediato puedan demostrarse quscultando su realidad primaria en
el mundo fisico. Son las nociones comunes expresién de las ca-
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racteristicas universales del ser de las cosas y que conforman la
universalidad del pensamiento en cuanto se adecua a esas carac-
teristicas del ser. De aqui que sea completamente falso que la ex-
periencia dé a conocer solamente verdades contingentes, que
bien pueden ser o no ser, y que no expresen nada necesario de la
naturaleza. La experiencia, por lo contrario, permite conocer as-
pectos universales y por lo tanto, necesarios de las cosas. La ex-
periencia da a conocer tanto lo universal como lo particular, lo
cual por no manifestarse en todas las cosas, sino en algunas de
ellas no se manifiesta como necesario y sélo como contingente.

En tanto que en Euclides las nociones comunes se refieren a
verdades que son vdlidas para todas las cosas, sus postulados se
refieren a verdades que son vd&lidas tnicamente en el drea geo-
métrica. De un modo general los postulados son también verda-
des que no requieren demostracién y que son evidentes por si mis-
mos. Vanos han sido los intentos para demostrar los postulados,
pero hay que recalcar que esos intentos entienden por demostra-
cién el derivar la verdad de un postulado de otra verdad desde la
cual se desprende légicamente el postulado que se quisiera de-
mostrar. Esto acontecié con el quinte-postulado, pero no se le pu-
do derivar de otro postulddo, y per lo-tanto se mantuvo intangible
e inderivable. En el primero ‘de los postulados se enuncia que se
puede trazar una lined recta.de cualquier punto a cualquier otro
punto. Efectivamente, “cualquiera que sea el punto donde parta-
mos podemos realizar lo“que.enuncia el primer postulado. Es in-
dudable que asi enunciado, el postulado no puede derivarse de
ninguna otra verdad | geométrica conocide; y es indudable tam-
b}en que se da como una verdad evidente por si misma. Ahora
b1e1:1, la evidencia del postulado se debe a que en multiples opor-
tunidades se logra hacerlo, y lo contrario, de no lograr trazar una
recta, no se puede hacer. El nifio que en la escuela tiene conoci-
miento por primera vez de este postulado lo capta prontamente
porque en su cuaderno de trabajo lo ha hecho muchas veces, asi
como también en sus caminatas en su medio ambiente, ha podido
seqguir un sendero recto, asi como en cualquier direccién hacia la
cual se encaminase. Este postulado tiene su asidero en la expe-
riencia diaria del nifio, por la cual rdpidamente lo entiende, y se
le presenta como evidente por si mismo. La evidencia del postu-
lado halla su fundamento en la experiencia del individuo adquiri-
da desde muy temprana edad Vv, a su vez, su experiencia provie-
ne del espacio en que se halla sumergido, y de las caracteristicas
que este espacio tiene. Como lo que Euclides buscaba era una ver-
dad geométrica que no se derivase de ninguna otra y que, por lo
tanto, le fuese valiosa para fundamentar otras verdades geométricas
como los teoremas, como lo enunciado por este primer postulado
tenia las caracteristicas necesarias, lo hizo valer como tal, esto es,
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como postulado. Ahora bien, como no se derivaba de ninguna
otra verdad geométrica, se le considerd indemostrable. Es cierto
también que Euclides en ningiin momento definid lo que era un
postulado, que no hizo explicito lo que entendia como tal, pero la
forma cémo estructurd sus Elementos, implicitamente daba o en-
tender el significado de postulado. Es cierto también que oin
cuando daba a entender implicitamente que no eran demostrables
los postulados, implicitamente se estaba refiriendo a su indemos-
trabilidad geométrica, pero en ningin momento se percibe que ha-
va desechado todo tipo de demostracién. En ningin momento ha
cerrado el camino para emprender una demostracion fisica de los
postulados, una demostraciéon que se derivase de las propiedades
reales del espacio exterior. Si seguimos el caminoe que nunca fue
cerrado por Euclides, encontramos que los postulados si son de-
mostrables, aun cuomdo no demostirable, en sentido estricto, de mo-
do geométrico y logico. Efectivamente, es una primera demostra-
cién fisica la posibilidad de trazar de hecho una linea recta entre
dos puntos de una superficie planq, o la de constatar mediante la
observacién, que los objetos ‘del mundo circundemte poseen pun-
tos materiales visibles externamente, ¢ invisibles en el interior del
objeto pero aprehensibles por la capdcidad de imaginacién del su-
jeto, gnoseolégicamente legitima vy respdldada por los hechos del
mundo exterior. Asi, en el‘interior de un objeto material hay mu-
chos puntos materiales que en todas direcciones se pueden conec-
tar en linea recta con otros puntos materiales, vy esto es un hecho
del mundo fisico. De tal modo que la validez del primer postula-
do de Euclides se demuestra por-la naturaleza «del espacio exte-
rior en el mundo fisico circundante. .. Por otro lado, no se puede
demosirar su validez partiendo de otra verdad geométrica.

En lo referente al tercer postulade de Euclides en el cual se
enuncia que se puede describir un circulo con cualquier centro y
distancia, se puede hacer consideraciones andlogas a las hechas
respecto al primer postulade. En cucmto al cuarto postulado en el
que se enuncia que todos los dngulos rectos son iguales el uno al
otfro, su verdad est& respaldada en partes por el principio de coin-
cidencia que como nocién comin se enuncia por Euclides en la
cuarta de ellas: Las cosas que coinciden la una con la oira son
iguales la una con la otra. Efectivamente, segtin Eudlides de acuer-
do con la definicién del dngulo recto, asi lo define: Cuande una
linea recta colocada sobre una linea recta hace los dngulos ad-
yacentes iguales el uno al otro, cada uno de estos dngulos es rec-
to, ¥ la linea recta situada sobre la otra es llamada perpendicular
a aquella sobre la cual esté situada. En relacién con la definicién
de Euclides se constata que la igualdad de los éngulos adyacentes
es fundamental para determinar las caracteristicas del dngulo rec-
to. Como hemos visto anteriormente, el concepto de igualdad tie-
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ne una raiz muy importante en la coincidencia fisica que, como
en este ejemplo particular, cada vez que se sitia un dngulo adya-
cente sobre el otro, formados segiin la definicién, al superponer-
los, se verifica su coincidencia fisica, esto es, su igualdad. De
aqui que el cuarto postulado en cierto modo reitera lo conceptua-
do en la definicién de dngulos rectos, pues esta definicién nos ha-
bla cuando menos de dos dngulos rectos, los adyacentes. Una vez
establecida la igualdad de los adyacentes que también son rectos,
esta igualdad es posible referirla al principio de coincidencia. El
cuarto postulado no es sino una generalizacién del criterio de igual-
dad, el cual en tultima instancia se apoya en la coincidencia fisica.
Gnoseolégicamente, el cuarto postulado, como el primero y el ter-
cero, se fundamenta en el comportamiento de los objetos fisicos y
en la experiencia que sobre ellos se obtiene. De otro lado, légi-
camente se deriva, mds bien, de la décima definicién del Libro I,
en tanto que geoméiricamente mantiene su independencia de los
otros cuatro postulados. El mismo cuarto postulado aclara y re-
fuerza el punto de vista de que la geometria no puede reducirse
a un andlisis 1égico, pues su-independencia geométrica se contra-
pone a su dependencia légica dé una definicién, esto es, légica y
geometria no son reducibles la.ufid. a la otra. En cambio, la po-
sibilidad de reducir el cuartd-postilado a la cuarta nocién comun
de Euclides, la cual se“fundamenta en el principio de coincidencia,
refuerza la posicién de“que la geometria es reducible a la fisica,
dle que un postulcdo dé-la’geometria no es independiente de la
fisica. Aun cuando tiene la posibilidad de fundamentarse en la
fisica, de derivarse| del principic (dé edincidencia, geométricamente
no obstante, mantiene su independencia de los otros postulados.
Esto se debe a que'si bien deriva de un principio fisico en general,
no puede sin embargo, derivarse de una propiedad fisica concre-
ta, representada por caracteristicas geométricas determinadas. A
esto se debe su independencia de los otros postulados. Ningin
postulado de Euclides puede derivarse el uno de los otros porque
cada uno de ellos posee caracteristicas geométricas propias. Pe-
ro si bien esto es verdad geométricamente, no obstante, no exclu-
ve, por de pronto de su derivabilidad de una propiedad fisica mas
amplia que los postulados de Euclides. Solamente un conocimien-
to md&s amplio del mundo fisico permitird constatar que del todo
son independientes y por lo tanto, son indemostrables el uno del
otro. El distintivo de postulados que han recibido estas cinco pro-
piedades geométricas se ha debido Vinicamente a que ninguna de
ellas es derivable de la otra.

El segundo postulado enuncia que se puede producir una li-
nea recta finita continuamente en una linea recta. Este postula-
do se presenta como evidente por si mismo debido a que en innu-
merables oportunidades es dable ponerlo a prueba en el mundo
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exterior y la experiencia reiteradamente lo comprueba, lo cual, a
su vez se debe a que asi son las propiedades del espacio exterior.
Se resalta, ademds, que se puede producir una linea recta finita,
lo cual indica que Euclides lo pone al alcance aun de nuestra po-
sible experiencia, pues se est& refiriendo a un mundo circundante
al cual poco a poco vamos alcanzando, o alejéndonos de él. En
este postulado, Euclides no hace ningin hipdstasis, ninguna troms-
posicién a lo infinito, por lo cual lo circunscribe a nuestra posible
experiencia. Lo mismo acontece con el concepto de continuo que
el postulado afirma que se pueda trazar una recta. ¢Es este pos-
tulado vdlido? Geométricamente es indemostrable, pero en el
espacio fisico se puede demostrar su validez y, por de pronto, las
primeras experiencias parecen confirmarlo. No obstants, la posi-
bilidad de trazar la recta continucmente, cun cuando las prime-
ras experiencias lo confirmen, queda pendiente si es posible defi-
nitiva, absolutamente. Solamente el conocimiento del espacio fi-
sico podrd comprobar en tultima instancia si el postulado es justo
o no. Su demostrabilidad o indemostrabilidad queda pendiente
de un conocimiento mayor del espacio. fisico, aun cuando geomé-
tricamente sea indemostrable.

Indemostrabilidad e inderivabilidad en la geometria

El quinto postulado, o de las peralelas, atestigua que la ver-
dad evidente por si misma de los axiomas no era tal, pues si se
refiere a la infinitud 'del espacis,la verdad ! del quinto postulado
comienza a carecer .de fundamentol); Esto es:vdlido tnicamente
para la experiencia del espacio inmediato, pero en cuanto « su
evidencia, si le pretende aplicar mas alld, el postulado comienza
a perder su evidencia por st mismo y deja la alternativa de ser
sustituido por otros. Esto implica que la caracteristica de eviden-
te por si mismo de los postulados de Euclides, es porque se refie-
ren a un conocimiento muy restringido, en cierto modo de las pro-
piedades del espacio. La aparente necesidad y universalidad del
quinto postulado es en el fondo una ilusién debido a la restriccién
e inmediatez de las propiedades del espacio proporcionadas por la
experiencia.

El quinto postulado de Euclides, conforme 4l mismo lo enun-
cid, afirma que si una linea recta al cortar dos lineas rectas hace
los dmgulos interiores del mismo lado, menores que dos rectos, vy si
ias dos lineas rectas si se continian, en algin momento se encuen-
tran en el lado en que los dngulos son menocres que dos dmgulos
rectos. Este postulado tom discutido desde la antigiiedad griega
permitié, finalmente, llegar por su discusién a los plomteamientos
de la geometria no euclidiana. Los intentos para demostrar este
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postulado desde la época de Tolomeo y Proclo, derivéndolo de
otro postulado resultaron vanos hasta que, finalmente, en el siglo
XIX, con la realizacién de la geometria no euclidiana se verificd
que este postulado era independiente de los otros y por tanto era
vdlida su condicién de postulado. Este postulado en el modo en
que fue enunciado por Euclides estd muy alejado de la experien-
cia diaria, en parte porque requiere conocimientos geomeétricos co-
mo la suma de los dngulos internos, en parte porque requiere com-
prender que la menor desviacién, por pequeiiisima que sea, de la
suma de dos rectos de los dngulos internos, ocasionar& que las
rectas se encuentren en algiin punto del espacio. Pero, sobre todo,
requiere la comprensién del concepto de lineas rectas producidas
indefinidamente. Este concepto de indefinido obliga a provyectar-
se en distancias del espacio que escapa a toda imaginacidén cer-
cana a la experiencia, y por eso en la experiencia diaria no se en-
cuentra ningun asidero para aceptarlo con evidencia. Bajo este
aspecto no es un postulado que pueda ser calificado como eviden-
te por si mismo. Si el postulado es una proposicién que no re-
quiere demostracién y es evidente por si mismo, el quinto postu-
lado desmiente que ésta sea una de-sus caracteristicas, pues no re-
sulta evidente por si mismo. En<cambio si se manifiesta como una
proposicidon cuya verdad no puedé ser demostrada. De tal modo
que la evidencia por si misma y la no demostrabilidad no son ca-
racteristicas que necesdriamente tengan que darse conjuntamente.
La evidencia por si misma es.un estado del conocimiento al cual
se llega cuando una verdad es f&cilmente aprehensible y se debe
a que la experiencia |cotididna répiddmente la constata y verifica.
Por lo menos, éste es, el caso delalgunas-definiciones y postulados
de la geometria. El postulado geométrico, en cambio, es una ver-
dad que no puede ser demostrada, aun cuando no sea f&cil de
constatar ni sea evidente por si mismo, como acontece con el quin-
to postulado en el modo como lo enuncié Euclides. La indemos-
trabilidad del postulado, ademds, se debe fundamentalmente a que
es un principio, y que como tal, mé&s all4 de él no se puede con-
tinuar. A su vez, como postulado geométrico, es la base que sus-
tenta y explica otras verdades geométricas. De tal modo que la
cuestién de que un postulado sea evidente por si mismo no tiene
importancia alguna, pero es probable que los antiguos como Tolo-
meo y Proclo, al no hallar la evidencia por si misma del quinto
postulado supusieran que habia que desecharlo como postulado e
intentaron su demostracién. En la discusién que en numerosas
ocasiones suscitd el quinto postulado se llegd a una enunciacién
clara en el modo como lo hizo Playfair en el sigo XVIII, recogien-
do otras enunciaciones semejantes anteriores. El modo de Play-
fair, que ha quedado definitivamente como el.verdadero modo se
enuncia asi: A través de un .punto dado en un mismo plano se
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puede trazar solamente una linea paralela a una linea recta dada.
Ciertamente que este modo de enunciar el quinto postulado resul-
ta mds claro y simple que el de Euclides y por lo cual se mani-
fliesta como evidente por si mismo. Ahora bien, a qué se debe es-
ta evidencia, suo es al hecho de que cuantas veces tracemos una
linea recta y un punto situado fuera de ella, jamdés lograremos tra-
zar més de una paralela a la recta dada a partir del punto dado.
Es en nuestra experiencia inmediata, cuando en innumerables oca-
siones logramos trazar solamente una paralela, en que se basa
la conviccién de la verdad de este postulado y su cardcter de evi-
dente por si mismo. No obstante, a pesar de presentarse como
evidente por si mismo, su condicién de postulado no fue definitivo
sino en el siglo XIX, cuando aparece la geometria no euclidiana
de Lobachevsky y Bolyai, quienes al eliminar el quinto postulado
de Euclides y Playiair y sustituirlo por otro: Por un punto da-
do se puede trazar mdas de una linea recta paralela a una recta
dada, lograron hacer comprender que el quinto postulado no de-
pendia de los otros cuatro, que no se derivaba de ellos, que era in-
demostrable a partir de otras verdades geométricas, y que por lo
tanto, era vdlido su condiciéonsde postulado al lado de los otros
cuatro. Esto nos comprueba de marerd fehaciente que el carécter
de evidente por si mismo y de indemostrabilidad de un postulado
son dos aspectos distintos,“puesto ‘que este ultimo postulado es in-
demostrable pero no evidente'por 'si mismo. Recalquemos que la
indemostrabilidad de los postulados de Euclides, solamente signi-
fica su inderivabilidad de otras verdades geométricas, pero de
ninguna manera su indemostrabilidad: de-las -propiedades del es-
pacio fisico.

Geometria pura o matemdtica y geometria aplicada o fisica

La geometria cldsica o euclidiana habia té&citamente aceptado
que la geometria se referia a propiedades del mundo fisico. Con
el advenimiento de las geometrias no euclidianas, que pusieron
en tela de juicio la validez de los axiomas y teoremas de la geo-
metria euclidana, los cientificos y filésofos retiraron su adhesién
incondicional a los planteamientos de Euclides y surgieron dudas
acerca del respaldo que el mundo fisico podria dar a los princi-
pios enunciados por la geometria euclidiana. Pero, por otro lado,
era también un hecho que la geometria euclidiana habia tenido su
aplicacién en el mundo material. No se necesitaba entonces ma-
yores pruebas de que la geometria, tal como la entendieron los
clasicos, se referia al espacio del mundo fisico. El advenimiento
de las geometrias no euclidianas hubiera debido llevar solamente
a la conviccién de que la geometria euclidiana representaba sola-
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mente un campo limitado de las propiedades del espacio y que las
nuevas geometrias abarcaban un campo mayor. Esta conviccién
no hubiese sido inusitada en la historia de la ciencia, puesto que
muchas teorias o leyes mds amplias de una disciplina cientifica,
aun cuando han substituido como concepcién general de las an-
teriores, muchas veces han dejado en pie, la parte de verdad que
encerraban las anteriores. Pero con la geometria el curso de la
historia est& siguiendo otro camino, o pretenden seguir otro cami-
no algunos de los cientificos v filésofos, cuya posicién se manifies-
ta en aceptar como vdlidas tanto la geometria euclidiana como la
no euclidiana y en sostener que en tltima instancia ninguna de
ellas se refiere a propiedades reales del espacio. ¢Por qué se lle-
gb a esta posicién?

En primer término, porque ambas eran légicamente aceptables,
puesto que todas las propiedades contenidas en cada una de ellas,
se podian derivar deductivamente de ciertos enunciados generales.
En segundo lugar, porque el gedmetra habia podido construirlas
sin recurrir a la experiencia, y por lo tanto sin un estudio del es-
pacio fisico, lo que permite suponer, naturalmente, de que no se
refiere la geomertia al, espeiCio redl. . Sin referirse a un espacio fi-
sico y teniendo en cuenta/tinicamente la validez 1égica de las con-
clusiones, el gedmetra considera que.la geometria es una ciencia
pura o matemdtica. Mas, el tisico no parece muy satisfecho con
esta solucién dada al -problema de la validez de la geometria, e
insiste en la necesidad de contar con una geometria que se refie-
ra al espacio del mundo fisico con el que tiene que tratar, y no
considera entonces |adecuado, qie tualesquiera de las geometrias
sean igualmente vdlidas y exige que los principios de la geome-
tria tengan su respalde ‘en el munde'fidico! ¥ de que su validez de-
ba someterse en ultima instancia a la prueba de la experiencia.
La geometria debe ser entonces una ciencia fisica o aplicada. De
aqui que en la actualidad se distinga la geometria pura o matemd&-
tica de la geometria aplicada o fisica. ¢Es acaso justificado man-
tener estas dos posiciones?

El mismo quinto postulado de Euclides, que con el advenimien-
to de la geometria no euclidiana del siglo XIX, al ser substituido
por el quinto postulado de Lobachevski y Bolyai, segtn el cual
se puede trazar mds de una recta paralela a otra recta o partir de
un punto dado fuera de ella; o por el postulado de Riemann, segun
el cual no se puede trazar ninguna recta paralela a una recta dada
a partir de un punto fuera de ella, deja en una encrucijada a la geo-
metria en cuanto a cudl de los tres postulados es concorde con la
realidad de las cosas, con la realidad del espacio exterior. Hay dos
maneras de salir de esta encrucijada. La primera de ellas consiste
en aceptar como vdlidos los tres postulados y las consecuencias
que esto implica para los teoremas de la geometria misma; y la se-
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gunda como aceptar como vdlida una de las tres formas de la geo-
metria solamente. Estas dos maneras de abordar las verdades geo-
meétricas llevd a distinguir dos tipos de geometria: la geometria pu-
ra o matemdtica y la geometria aplicada o fisica. Sin embargo, la
aceptacién de dos tipos de geometria no permite llegar a los fun-
damentos de la geometria misma. Asi, en el caso de aceptar las
tres formas de geometria, la geometria se justifica Gnicamente por
sus fundamentos ldgicos, esto es, la geometria pura o matemdtica
se apoya en ultima instancia en la légica geométrica; en el caso
de aceptar solamente una de las tres formas de la geometria, la
geometria reposa definitivamente en los fundamentos del espacio
exterior, esto es, la geometria aplicada o fisica se apoya exclusi-
vamente en la naturaleza del espacio fisico. Aun cuando para
hallar una salida inmediata a la encrucijada sea aceptable el con-
servar los dos tipos de geometria; pura o matemdtica y aplicada
o fisica, esta aparente solucién no resiste a un andlisis filosdfico
de los fundamentos verdaderos de la geometria. El aceptar los
dos tipos de geometria seria aceptar, por un lado, que el espacio
es una concepcidén légica, y.aceptar, por otro lado, que el espa-
cio es un hecho fisico, lo cual impliearia una incongruencia gno-
seoldgica, pues el espacio serid tanto’undamera representacién men-
tal como un hecho fisico de la realidad~exterior. Estos dos crite-
rios no pueden aceptarse como vdlidos y, mas bien, el uno exclu-
ve al otro, o de lo contrarie; se trata de dos disciplinas esencial-
mente diferentes y que solamenté en la apariencia son la misma.
Efectivamente, la geometria pura o matemdtica parte, como preten-
de, de ciertos axiomas, que né dienen queé serrfundamentados en la
realidad exterior, a partir. de los:cuales va a deducir légicamente
los teoremas geométricos en tanto que la geometria fisica o apli-
cada, si requiere necesariamente que sus axiomas se hallen res-
paldados por la naturaleza de la realidad exterior, y por lo tanto
el primer tipo de geometria y el segundo no tienen por qué coin-
cidir, y ser igualmente vdélidos. Para mayor exactitud, digamos
que son igualmente vdlidos en tanto que la geometria pura o ma-
temdtica recibe su validez exclusivamente de la estructuracién 16-
gica de todo el sistema y, en cambio, la geometria fisica o aplica-
da recibe su validez tanto de la naturaleza del espacio fisico exte-
rior, como también de la ordenacién lédgica de sus deducciones.
Asi la diferencia entre los dos tipos de geometria no estriba en la
estructuracién légica, pues ambas la poseen, sino en el necesario
respaldo que debe dar la naturaleza del espacio fisico o exterior,
o el prescindir de esta dltima exigencia. Queda entonces por in-
dagar si la validez Gltima de la geometria se debe en parte a la
estructuracién 1égica o si es necesario fundamentarla en todos los
casos en el espacio fisico. En verdad, detrds de todo axioma de
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la geometria hay referencia a una relacién espacial, aun cuando
sea de modo muy abstracto o generalizado.

Légica y geometria

Cuando el gedmetra indaga, con toda justeza, en la légica
que hay en cada axioma lo tinico que hace es destacar la relacién
légica con el axioma. Si afirmase que esta relacidén logica es el
fundamento de la geometria estaria confundiendo légica con geo-
metria, pues efectivamente, la légica del axioma geométrico no es
exclusividad de este axioma sino que se halla en cualquier otra
disciplina como la fisica, la biologia, la psicologia v las ciencias
sociales. Si el gedmetra, dijese que la geometria es en 1ltima ins-
tancia légica deberia también decir que todas las disciplinas, co-
mo las que se acaban de enumerar, son también fundamentalmente
légicas. Si asi lo dijese, el gedmetra caeria en un logicismo res-
pecto a todas las ciencias, no solamente las matemdticas, sino
también a todas las demds ciéncias, ya sean fisicas, bioldgicas y
humanas. Seria como caer en-una modalidad del idealismo filo-
séfico que bien pudiera lamarse'.idealismo logicista. Contraria-
mente a este logicismo, lo indicade es sostener, al comprobar la
vigencia de lo ldgico ‘en todd. la néaturaleza, que lo légico expresa
una relacién de todas“las cosas del mundo exterior, o de la natu-
raleza misma, y que no'es una simple arbitrariamente o arbitra-
riedad de la mente humand. Consideremos algunos axiomas de
la geometria en relacién a lo que se sostiene en las ultimas lineas.

Es evidente|que|lost postulados dé Euclides se refieren a rela-
ciones espaciales y que Euclides implicitamente da por supuesto
que son las reldciones del espacio fisico exterior. De igual modo.
el postulado de las infinitas paralelas o mdas de una paralela a
una recta dada de Gauss, Lobachevski y Bolyai, expresan también
relaciones espaciales que se refieren a un espacio fisico exterior,
como de hecho Gauss intenté demostrar trazando un triéngulo con
las cumbres de tres montafias para verificar si divergen sus éngu-
los de la suma de dos rectos, o cuemdo Lobachevski sostiene que
en el paralelaje de las estrellas se comprobar& que los dngulos de
un tridngulo son menores que dos rectos. Igualmente, el postu-
lado de ninguna paralela a una recta dada de Riemann se refiere a
relaciones espaciales. Einstein muy bien comprendidé que eran
vdlidas para un mundo fisico y por este motivo se apoyd en la
geometria de Riemann para sus concepciones cosmolégicas. Asi
mismo, la geometria de Hilbert intenta con sus postulados dar un
nuevo fundamento a la geometria de Euclides vy es también evi-
dente que estos postulados se refieren a las relaciones espaciales
del espacio exterior, y es por esto, que el mismo postulado de Play-
fair estd incluido en los postulados de Hilbert.
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Consideremos ahora cémo expresar ldégicamente los -pestula-
dos de Euclides. En el primero se dice que entre dos puntos cua-
lesquiera se puede trazar una linea recta. Esto quiere decir que
por dos puntos distintos hay una linea recta a la cual pertenece
cada uno de ellos. Si enunciamos de nuevo este postulado en una
forma esquemdtica, puede cambiarse de este modo: Para cuales-
quiera dos P distintos, hay un S con el cual cada uno de ellos
mantiene la relacién B. Aqui en lugar de puntos hablamos del
concepto légico P, y en lugar de hablar de dos lineas rectas habla-
mos del concepto légico de S, vy en lugar de una cosa pertenecien-
te a otra hablamos de un concepto légico que mantiene la rela-
cién B con otro.

Esta manera de enunciar légicamente un postulado geométri-
co es muy justificado, por cuanto permite constatar las relaciones
légicas que hay en la enunciacién de un postulado. Sin embargo,
esta manera no interpretada de enunciar légicamente una relacién,
permite darle una manera interpretada de enunciacién, no sola-
mente en el modo interpretado del postulado de Euclides, sino tam-
bién de otras relaciones geométricas.como por ejemplo: Para cua-
lesquiera dos lineas rectas: distifitas, hay. un punto en el cual am-
bas de ellas terminan; o para/ cualesquiera dos instantes distintos,
hay un intervalo al cual pertenece cadauno de ellos. (Estos dos
ejemplos anteriores de Barker). Ahora bien, al lado de estas dos
maneras concretas de expresar el ‘enunciado légico, hay innumera-
bles maneras de expresar concrétamente el mismo enunciado 16-
gico. Asi, es también legitimo decir: Para dos estudiantes cua-
lesquiera hay una universidad.a da-cual cada,uno de ellos perte-
nece; para dos hermanos cualesquiera hay una relaciéon de ma-
vorazgo a la cual cada finolde'ellos ‘pertenece; para cualquiera
de dos ondas electromagnéticas hay una relacién de intensidad a
la cual cada uno de ellos pertenece; para cualquiera de las rai-
ces de dos plantas hay una relacién de geotropismo a la cual ca-
da una de ellas pertenece; para cualquiera de dos personas ale-
gres hay un motivo de alegria a la cual cada una de ellas perte-
nece. Estas multiples maneras de concretarse la enunciacién 16-
gica indica que esa misma relacién légica no es propia de la geo-
metria sino una relacién légica que como tal es independiente de
su manera concreta. Por lo tanto, si se pretendiese reducir la geo-
metria al enunciado légico, también seria entonces justificado re-
ducir todas las ciencias a la légica y decir que en dltima instan-
cia no solamente la geometria, no solamente todas las matemdti-
cas, sino también todas las ciencias se reducen a las relaciones
légicas. Por este camino se llegaria a una especie de idealismo
légico total, en el cual parcialmente caen los que sostienen que
las matemdticas son relaciones légicas, como la afirma Bertrand
Russell. En verdad, el haber descubierto las relaciones légicas
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que se da en cualquier postulado de la geometria o de las mate-
mdticas, solamente significa que nada en la naturaleza estd libre
de esa relacién, por lo cual lo 1égico es la expresién de las relacio-
nes primordiales de todas las cosas; pero es algo muy diferente
que las relaciones légicas sean principios que se encuentran en
todas las cosas, que decir que estas relaciones légicas existen por
si mismas. Las relaciones légicas no existen independientemente
de las cosas concretas de la naturaleza, sino que son sus leyes
mds generales, vy no pueden existir por si mismas, como tampoco
existen por si mismas otras leyes de la naturaleza, como por ejem-
plo, la ley de la gravitacién, no existe por si misma sino que es
una ley que se da en cuanto hay objetos materiales que son atrai-
dos los unos a los otros. De aqui que no puede haber geometria
sin relaciones espaciales y sin espacio fisico exterior, como tam-
poco puede haber fisica sin cuerpos materiales, ni biologia sin se-
res vivos existentes, ni psicologia sin hombres o animales con es-
tados psiquicos. No hay leyes que existan sin las cosas concre-
tas de la naturaleza, ni tampoco principios 1égicos sin esos mismos
objetos concretos de la .naturaleza. No hay principios o relacio-
nes légicas sin la existencid de objetos concretos de la naturaleza.
Afirmar lo contrario es no distinguir entre la capacidad abstracti-
va del hombre y la eXistencia conereta de las relaciones que des-
cubre, como también implicaria no haber distinguido entre la mis-
ma capacidad abstractiva del hombre y las leyes de la fisica, o
de la biologia, por ejemplo, [que las ha descubierto en las relacio-
nes de las cosas existentes. Seria sostener que el principio de las
cosas de la naturaleza - existe, por, si mismo:

Abstraccién geométrica y espacio fisico

Las propiedades geométricas tendrdn que conocerse siempre
auscultando la naturaleza del espacio fisico exterior, en el cual se
fundamentan estas propiedades. Sin embargo, ¢cémo es posible
que el gedmetra pueda, con su sola abstraccién mental, llegar al
conocimiento exacto de las propiedades geométricas, sin tener que
recurrir a una indagacién sobre el espacio fisico, midiendo o expe-
rimentando acerca de las relaciones espaciales? Esta independen-
cia de la mente del gedmetra de la realidad fisica exterior es mds
aparente que real. La geometria empirica de los egipcios y babi-
lonios nos recuerda que es auscultando sobre el terreno mismo que
descubrieron una serie de propiedades geométricas. Ahora bien,
cuando el gedmetra traza sobre una tabilla o sobre el papel una
figura geométrica, sigue trazando sobre ese mismo espacio fisico
las mismas relaciones geométricas que ha trazado sobre el terre-
no, puesto que las lineas trazadas en el papel lo son en el espacio
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fisico. Por otro lado, la capacidad de la mente humana de idear
una serie de figuras geométricas se debe a que la naturaleza ex-
terior es prédiga en figuras geométricas, por las variadas formas
como se presentan los objetos de la naturaleza, como al hecho fi-
sico que el espacio se da con sélo tres dimensiones, lo que permi-
te que la mente humana pueda combinar con relativa facilidad
estas tres dimensiones espaciales entre si para configurar innume-
rables figuras geométricas, que la naturaleza quizd no haya utili-
zado, para dar forma a sus objetos, por lo menos en el mundo ma-
croscépico, aun cuando a escala microscépica parecen ser inago-
tables las formas de la naturaleza. La mente humana tiene la ca-
pacidad para combinar esas tres Uinicas dimensiones del espacio
que son las que se ofrecen en su experiencia cotidiana. No obs-
tante, queda en el marco de la simple suposicién, las tremendas
dificultades en que se hallaria la mente humana para conformar
figuras geométricas, si por hipdtesis hubiera una regién del espa-
cio que poseyera multiples dimensiones. Para esto la mente hu-
mana no estd desarrollada v su capacidad abstractiva tropezaria
con considerables dificultades para desarrollar una geometria ba-
sada en la pura abstraccién mental. Enmverdad la capacidad abs-
tractiva del gedmetra es posiblé por la simplicidad de las tres uni-
cas dimensiones del espacio” como(se presentan en la experiencia.
¢Cdmo se explica entonces el espacio de n-dimensiones creado por
las matemdticas? En verdad,el espacio de n-dimensiones es sola-
mente una generalizacién del-espacio de tres dimensiones. Las
n-dimensiones mds alld de tres diménsiones, no tiene propiamen-
te contenido espacialyy]-expresan..una, generalizacién algebraica
exclusivamente. De aqui que dentro de éste marco estrictamente
algebraico no se ha ‘elaboradeCninguna geometria de n-dimensio-
nes, pues, por un lado, ni el matemdtico puede representarse un
espacio cuatridimensional o de mds dimensiones, puesto que su
mente no se ha conformado sino al contacto con un espacio tridi-
mensional, ni tampoco el matemdatico ha demostrado ni verificado
la existencia de un espacio de mds de tres dimensiones. Por eso,
desde el punto de vista gnoseoldgico, en cuanto se refiere a la per-
cepcidén Y representcxcién mental respectivamente, no se puede re-
basar el espacio de tres dimensiones, porque asi unicamente de
modo tridimensional es dado el espacio fisico; ni tampoco es po-
sible elaborar una geometria de mds de tres dimensiones porque
no hay espacio fisico que lo respalde. Esto no quiere decir que
es imposible elaborar una geometria de mdas de tres dimensiones,
sino que solamente serd posible elaborarlo en el caso de que la
ciencia descubra que el espacio fisico posee mds de tres dimen-
siones. En tltima instancia la geometria ha de apoyarse necesa-
riamente en la realidad del espacio fisico.
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Universalidad y necesidad del espacio geométrico

Las caracteristicas del espacio son recogidas a través de la ex-
periencia del espacio exterior. ¢Por qué los enunciados geomé-
tricos se dan con el cardcter de universalidad y necesidad? Los
teoremas de Euclides, Lobachevski y Riemann se presentan cada
uno de ellos con esas caracteristicas, si se precisa como lo hiciera
Beltrami que cada una de estas geometrias es valida, segin Bel-
trami, para las superficies planas, esféricas y pseudoesféricas res-
pectivamente. La geometria euclidiana permitia concluir que la
to espacial como por el aspecto gnoseoldgico que se apoyaba en
aquél. El advenimiento de la geometria no euclidiana permitié
distinguir entre la universalidad y necesidad basadas en el com-
universalidad y la necesidad se debia tanto por el comportamien-
portamiento espacial, de la universalidad y necesidad gnoseold-
gicas. Pues en tanto que la universalidad y necesidad espaciales
de la geometria de Euclides fue socavado por la nueva geometria,
no sucedidé asi con la necesidad v universalidad con que se pre-
sentaban las nuevas geometrias, en el aspecto gnoseoldgico. Es-
to se debe a que partiendé de un\enunciado diferente del postula-
do quinto de Euclides, se obtienern légicamente las conclusiones no
euclidianas. Ahora bien, cualquiér-deduccién légica también se
presenta con las caracteristicas de universalidad y necesidad y de
aqui que las nuevas-geometrias se presentasen con las mismas
caracteristicas por su fondd légico. Lo que acontecié con la geo-
metria euclidiana es que la referencia al espacio fisico que se con-
sideraba con la cdaracteristicas de universalidad y necesidad, esta-
ba acompafiado con las mismas caracteristicas, pero de origen 16-
gico. Al replantearse el quinto postulado, la geometria mantuvo
su necesidad légica, pero quedd en suspenso su necesidad refe-
rente al espacio, no obstante que los fundadores de la nueva geo-
metria insistian en que eran aplicables al espacio fisico. Sin em-
bargo, esta conjuncién de lo universal y necesario espacial y 16-
gico en la geometria euclidiana incrementaba considerablemente
la conviccién de su validez, en tanto que el advenimiento de la
geometria no euclidiana, que permitié la escisién de lo espacial v
lo légico, ha llevado, a nuestro parecer equivocadamente, a algu-
nos gedmetras, intentar reducir la geometria a la 1égica, por no
haber diferenciado debidamente la conjuncién de la universalidad
Y necesidad espacial y 1égica.

De otro lado, el advenimiento de la geometria no euclidiana
nos permite constatar que universalidad y necesidad son dos ca-
racteristicas que no estdn indisolublemente vinculadas, pues si bien
todo lo universal es necesario, no todo lo necesario es universal.
Si el espacio, por hallarse en todo el universo fisico, es entonces
universal, y si es homogéneo e isotrépico, entonces las relaciones
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o propiedades espaciales también serdn universales asi como ne-
cesarias. Esta universalidad y necesidad no es prerrogativa del
espacio euclidiano sino también el no euclidiano: de la superficie
plana, esférica o pseudoesférica. Ahora bien, poseen estas carac-
teristicas en tanto que en cualquier lugar del espacio es posible
establecer las mismas relaciones espaciales de forma. Pero en lo
que se refiere a las magnitudes, las propiedades varian segiin las
dimensiones de las figuras que se considere, como sucede, por
ejemplo, con las relaciones de magnitud en la suma de los dngu-
los de un tridngulo. De aqui que las propiedades espaciales sean
universales en cualesquiera de las tres geometrias consideradas,
pero las relaciones de magnitud son diferentes segun el drea con-
siderada, y por este motivo, estas relaciones de magnitud no son
universales, pero si son necesarias. En este sentido, el apriorismo
gnoseoldgico del conocimiento geométrico queda rebasado por
cuanto no subsiste el criterio de universalidad, pero no por el de
necesidad, el cual se mantiene. Es exclusivamente a la no subsis-
tencia de la universalidad que carec¢e de validez el neoapriorismo
gnoseoldgico, en lo que respecta al-espacio, y resultan por tanto
vanos los intentos de restablecerlo.

Las propiedades del espacio fisice; lathomogeneidad y la iso-
tropia, son pues las que fundamentan, & sw vez, los mismos crite-
rios de los juicios geométricos. | Ahora bien, ¢a qué se debe que la
mente humana pueda ella misma emitir juicios universales y ne-
cesarios sobre las relaciones €sSpaciales geométricas? Se debe a
nuestro parecer, en parte a la homogeneidad e isotropia del espa-
cio, y en parte también & querel ‘espacio disico ‘es relativamente
simple, pues posee Unicamente tres dimensiones. La tridimensio-
nalidad permite que la mente elabore adecuadamente sus concep-
tos sobre el espacio. Si éste tuviese innumerables dimensiones, la
tarea seria enormemente mds considerable. Resulta relativamen-
te simple para el hombre conforme repetidamente las mismas fi-
guras geométricas y representdrselas mentalmente. Esta relativa
simplicidad es la que permite una satisfactoria adecuacién entre
la representacién mental v el espacio fisico. Por otro lado, esta
misma simplicidad puede suscitar la ilusién de que las propie-
dades del espacio y de las figuras geométricas son creaciones ex-
clusivas de la mente humana, ajena a la realidad exterior. Ade-
mds, como en cualquier lugar del espacio es posible trazar figu-
ras simples, como en verdad son las que constituyen la geometria
euclidiona v no euclidiana, esto también contribuye a la ilusién de
que es la mente la creadora de la geometria, siendo en verdad de-
bido a que la tridimensionalidad del espacio, su homogeneidad e
isotropia, lo que nos ofrece la posibilidad de actuar sobre él inde-
finidamente. En cambio, en lo que respecta a las figuras comple-
jas y aln caprichosas, que es posible trazar en el espacio, atin se
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hallan en estudio, y se seguirdn trazando y estudiando nuevas fi-
guras geométricas. El espacio es maleable y permite que sobre
él se trace desde las figuras mds simples hasta las mdas complejas
v la mente humana ha descubierto todas estas posibilidades que
le ofrece el espacio. Pero ha descubierto sdlo la posibilidad, y

sélo ha conocido hasta chora las propiedades de las figuras mas
simples.
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