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Modus Ponens e induccion
matematica

LUIS PISCOYA HERMOZA

Ciertamente un argumento de hecho para justificar una refle-
xién sobre el Modus Ponens (al que en adelante nos referiremos
usando la abreviacién MP), puede estar dado por la constatacién
de que los sistemas légicos mds conocidos (1) lo utilizan como
Unica regla primitiva de inferencia. “Asimismo, evidentemente, la
solvencia de los sistemas que lo usan no se reduce al mero hecho
de ser conocidos sino que han devenido en tales en la medida que
satisfacen de manera légicamenté demostrada importantes propie-
dades metatedricas (2) y por esta-razén se recurre a menudo a

. (1) A fin de ser precisos indicamos que consideramos sistemas co-
nocidos: el de Whitehead y Russell,c el (de Hilbert y Bernays, el de
Rosser, el de Lukasiewicz, etc. El hecho de que estos sistemas utilizan
el MP como tnica regla primitiva de inferencia puede ser constatado
en el caso de Whitehead y Russell revisando el primer volumen de
Principia Mathematica (p. 94). En el caso del sistema Hilbert-Bernays
puede recurrirse a la presentacién hecha por Manuel Sacristan en In-
troduccién a la légica y al analisis formal (p. 110). La presentacion de
Sacristan ha sido tomada de Grundzige der theoretischen Logik. Res-
pecto al sistema de Rosser puede consultarse la clara presentaciéon he-
cha por Copi en Symbolic Logic (p. 201). El sistema de Luka_sxewxcz
que hemos aludido es el presentado por este autor en su obra Aristotle’s
Syllogistic (p. 80). En todos estos sistemas el MP es la unica regla
primitiva de inferencia en el sentido de que es la Gnica que permite
realizar la operacién de separaciéon (detachment), consistente en inde-
pendizar el consecuente de un condicional de su respectivo anteceden-
te, y en el de que cualquier otra regla de inferencia se deriva en ellos
como teorema por un numero finito de aplicaciones del MP.

(2) Consideramos propiedades metateéricas de un sistema la con-
sistencia, la complecién, la decidibilidad, etc. que algunos tratadistas
prefieren denominar epitedricas, como Haskell Curry que reserva la
palabra ‘metateoria’ para referirse a un conjunto muy especifico de
cuestiones que se afrontan desde el punto de vista lingiiistico y filoso-
fico, de modo que la metateoria queda incluida en la epiteoria.
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ellos para convalidar pruebas. Por citar sélo un ejemplo de este
modo de proceder, el notable investigador Hao Wang, para probar
que un sistema logico S es completo, en su trabajo Some formal
details on predicative set theories (3), prueba que S es equiva-
lente a un sistema S' del tipo Hilbert-Bernays cuyc propiedad me-
tatedrica de complecion es conocida vy, por este expediente, esta-
blece ¢l tecrema.

Sin embargo, no es el propésito del presente trabajo hacer un
andlisis del estatuto especial que tiene el MP como regla de infe-
rencia en los sistemas 16gicos ni defender tesis alguna acerca de
lo que pueda considerarse su naturaleza misma. Lo que preten-
demos fundamentalmente es examinar el tipo de relacién que exis-
te entre la mencionada regla de inferencia y un principio conoci-
do e importante como es el llamado Principio de Induccién Mate-
mdatica o quinto postulado de Peano (4), que de una manera in-
formal e intuitiva puede formularse en términos de: “si un teore-
ma es vdlido para el ntimero 1 y si se demuestra que es verdadero
para n 4 1 siempre que lo es para n, serd verdadero para todos
los niimeros enteros”. Consecuentemente, el sentido de nuestro ané&-
lisis estd dirigido hacia.los presupuestos légicos del quehacer ma-
temdtico.

Como es sabido el MP, dado ‘qué la nocién convencional de
prueba es de cardcter finitistico, es insuficiente para establecer
pruebas vdlidas para un comjunto infinito de objetos, las que si
pueden ser construidas por aplicacién del Principio de Induccién
Matemdtica. Empero,. nosotros ,queremos enfatizar el hecho de
que lo emterior no siemificd que-el MP secencuentre ausente en ta-
les pruebas o que éstas expresen un estilo de pensamiento radi-
calmente distinto al formulado a través del MP. Lo que nos pro-
ponemos probar con nuestra argumentacién es que la presencia
del MP en toda demostracién por induccién matemdtica es inexcu-
Sabl?- Esto es, nuestra tesis es que la utilizacién del MP es con-
dicién necesaria para la aplicacién legitima del Principio de In-
duccién Matemdtica (al que en adelante nos referiremos con la
abreviacién PIM) en las denominadas demostraciones inductivas
Y. consecuentemente, toda formalizacién de la aritmética y cual-
quier otro formalismo que contenga pruebas inductivas presupo-

nen la validez del MP como elemento fundamental de su légica
_subyacente.

(3) Este trabajo esti contenido en el libro de Hao Wang titulado
}g%ic’p ng’puter and Sets, §e%v1Yo:k, Chelsea Publishing Company,
'(4) ~Segin Polya, en Matemstica y razonamiento plausible, el pri-
mero_en conocer el método de demostracién por induccién matemaética

fue Pascal. Esta informacio las investigaciones de
Froundenthal. i6n la ha tomado ‘de .'.zs in & _
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Nuestra tesis la probaremos en tres partes. En la primera tra=
taremos lo relacionado con la funcién del MP en las pruebas por
induccién matemdtica. En la segunda lo referente a la funcién del
MP en las formalizaciones 16gicas de la aritmétice. Y en la parte
final haremos una extensién, interesemte fundamenialmente para
los lectores no-matemdticos, de la tesis propuesta al llamado prin-
cipio de induccién fuerte.

1. El matemdético francés Henri Poincaré en su articulo titula-
do Naturaleza del razonamiento matemdtico (5), preocupado por
establecer la validez de lo que él llamaba demostraciones por re-
currencia, sefialaba que el PIM no era otra cosa que una propo-
sicién que condensa una infinidad de inferencias del tipo siguiente:

El teorema es cierto pora el nimero 1
Luego, si es cierto para 1, es cierto para 2
Entonces es cierio para 2

Luego, si es cierto para 2,.es tlerto para 3
Entonces es cierto para-3,

v asi sucesivamente. .

Poincaré denominé a esto uria cadena de silogismos hipotéti-
cos, sin embargo, como es claro, se trata mdas bien de una cade-
na de aplicaciones de lo que los légicos llaman universalmente re-
gla del MP. E} silogismo hipotético ordinario, que no es otra cosa
que la expresién de la propiedad de tramsitividad para el condi-
cional, a diferencia de lo quePoincaré pensaba, sélo nos autoriza
a establecer que el primer antecedente implica el ltimo conse-
cuente de la cadena de condicionales pero no nos permite afirmar
categéricamente que el teorema se cumple para los ntimeros 2,
3.... por separado, a menos que presupongamos la validez de al-
guna regla que cutorice la separacién del consecuente en las con-
diciones dadas. ,

En el planteamiento descrito parece que de clguna manera se
est& suponiendo la posibilidad de definir el cucntificador universal
en los siguientes términos:

Di. 1. (X) P (X) = P . Pa; . pag .

Fn la definicién Df. debe asumirse, de conformidad con la
idea de Poincaré, que el componente derecho de la equivalencia
es un conjunto infinito de elementos Pay cada uno de ellos obteni-
do por MP. Pero para que la definicién sea correcta no es sufi-

~ (5) Publicado en la seleccién de ensayos de Poincaré Filosofia de
1a clencia, México, UNAM, 1964, p. 217. 4 Fil
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ciente que cada proposicién Pa; sea verdadera sino que todas jun-
tas constituyan una proposicién verdadera, la misma que no po-
dria ser otra cosa que una hipotética conjuncién de infinitos com-
ponentes entendida como una funcién de verdad. Sin embargo,
no es posible definir, al menos en términos convencionales, una
funcién de verdad conjuntiva constituida por infinitos componentes
debido a que no seria posible determinar en cada caso el valor
de la pretendida conjuncién infinitaria. No hay pues, en el sen-
tido presupuesto por la tesis de Poincaré, conjunciones infinitas de
valor de verdad calculable aunque, obviamente, se admite infini-
tas conjunciones finitas.

El matemdtico francés era consciente de la limitacién antes se-
nalada, pero en el ensayo citado no proporciona mayor detalle al
respecto. La solucién que propone es que la equivalencia esta-
blecida por Df. 1 es posible en el espiritu por una operacién de
sintesis muy especial que se impone a nuestra razén. De esta
manera considera al PIM un ejemplo tipico de juicio sintético a
pn'ogz' que expresa la naturaleza intrinseca del razonamiento ma-
temdtico de manera especialmente privilegiada (6).

'No es necesario identificarnos con. el apriorismo de H. Poin-
caré para reconocer el mérito .que tiene por haber intuido en su
tiempo una relacién estrecha éntre ina regla tradicionalmente 16-
gica como el MP y un principio tradicionalmente matematico como
el PIM. Consideramos “que su planteamiento es reelaborable v
sostenible si se lo interpretd en.el sentido que defendemos en nues-
tro trabajo, éste es que la validez del MP est& presupuesta necesaria-
mente en la construccién| de ;pruebas” por nduccién matemdtica.
Nuestra argumentacién es. como sigue.

Si formalizamos el PIM de la manera usual, entonces tenemos:
"PC1) . (x)(P(x) - P(x + 1)) = (yDP(YD"

) Cllcrrarnente, en este caso para justificar la validez de la pos-
tulacién del PIM ningn matemdtico incluiria como argumento el
hecho de que un condicional con el antecedente falso es siempre
verdadero como ocurre con algunas demostraciones del tipo de
las usadas, por ejemplo, para probar que el conjunto vacio esta
contenido en todo conjunto, porque de hacerlo eliminaria la posi-

-bilidad de obtener una conclusidén por separacién del consecuen-
te. Por tanto, toda demostracién matemdtica por induccién asume
la validez de la férmula anterior y luego procede, de acuerdo a

(6) Es importante sefialar que la concepcién de Poincaré del PIM

como juicio sintético a priori demuestra que es dudoso el convenciona-
lismo radical que usualmente se le atribuye.
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la naturaleza del caso particular, a probar que las condiciones
P(1) v (x) (P(x) = P(x 4+ 1)) son verdaderas. A continua-
cién deriva la validez del teorema para todos los niimeros natura-
les mediomte la denominada generalizacién inductiva que consis-
te en la dafirmacién de la férmula (y)P(y), lo cual sdlo es po-
sible legitimcmente si se supone como dada una aplicacién de la
regla de Modus Ponens. Como paso intermedio, dentro de la de-
mostracién de la verdad de la condicién (x) (P(x) = P(x <+ 1)),
es necesaria una aplicacién de la regla de generalizacién univer-
sal para que el aniecedente de la férmula que expresa el PIM pue-
da coincidir exactamenie con esta condicién que los matemdticos
usualmente la dejan indicada sin cuantificarla. Lo que hace po-
sible la introduccién del cuantificador universal es el empleo de la
regla de la prueba condicional o del teorema de la deduccién, se-
gun sea el caso. En la préctica matemdtica usual no se hace ex-
plicito el proceso 16gico descrito, pero, en razén de la naturaleza
de nuestra indagacién, este endlisis ha sido necesario para contar
con las bases que hagan posible la reconstruccién de la estructu-
ra légica de una prueba matemdtica por induccién de tal manera
que queden explicitos sus presupuestos deductivos.

En armonia con lo anterior, consideramos que el siguiente es
el esquema légico de una prueba‘matemética basada en el PIM.

ggg . (x(P(x) >Plx + 1)) = (¥IP(Y)
(x)(P(x) » P(x 4 1))

PCl) . (x(Rx) =P A10)
(yIP(y)

SN

-

Como puede apreciarse en el esquema de prueba anterior, la
justificacidn de 5 sdlo es posible por aplicacién de alguna regla
que autorice la separacién del consecuente de la féormula de la li-
nea 1. de su antecedente, y tal regla no puede ser otra que el MP
aplicado a las lineas 1. vy 4. De otra parte cualquier otra regla
que se invocara seria equivalente al MP pues cumpliria la misma
funcién y, consecuentemente, no seria propicmente otra regla.
Asimismo, si prescindiéramos de las lineas 1. y 4. y del MP, co-
mo usualmente hacen los matemdticos, entonces no habria ningu-
na razén légica explicita que nos cautorice a derivar la linea S.
desde las lineas 2. y 3., que por si mismas son absolutamente in-
suficientes para justificarla. La derivacién de 5. asi, desde el pun-
to de vista formal, pareceria gratuita. Y afirmamos que la deri-
vacién de 5. solamente desde 2. y 3. seria gratuita por el hecho
de que existen estructuras matemdticas no inductivas que nos per-
miten construir interpretaciones que convierten en verdaderas «
las premisas 2. y 3. y en falsa a la conclusién 5. Asi, por ejemplo,
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para la interpretacién que tiene como dominio el conjunto de los
polinomios que tienen coeficiente principal no negative y para los
cuales se define las usuales operaciones de adicién y multiplica-
cién, se demuestra que en ella no es vdlido el PIM debido a que
previamente se prueba que en esta estructura no es vdlida la pro-
pledad de la divisidén euclidiana. Por tanto, en este caso ocurre
que 2. y 3. son proposiciones verdaderas y 5. falsa, lo que impi-
de que se pueda hablar de inferencia légicamente vdalida que ase-
gure a partir de la verdad de las premisas la verdad de la con-
clusiéon. Esto apoya nuestro argumento que sostiene que si se
prescindiera de las lineas 1. y 4., entonces la conclusién 5. seria
gratuita en el sentido de que no se seguiria con necesidad légica
(7). Empero si se toma el esquema de prueba completo, esto es,
incluyendo desde la linea 1. hasta la linea 5., entonces ocurre
que la interpretacién anterior ya no convierte en verdadera a la
conjuncién de las premisas (constituida por las cuatro primeras
lineas) y en falsa a la conclusién 5., pues al ser falsa para tal in-
terpretacién la premisa 1.. (el PIM), la conjuncién de las premi-
sas ya no. puede ser verdadera. De ofra parte, podemos probar
que para el esquema, de demostracién completo se cumple nece-
sanamgnte que toda interpretaciénmque convierte en verdadera a
la conjuncién de sus premisds también convierte en verdadera a
la Fqng}usion, esto es;para fhuestro esquema se cumple la usual
definicién de consecuencia légica. La condicién anterior en efec-
to se cumple porque es evidente que si una interpretacién convier-
te en \{erdadem a la conjuncién de premisas, convierte también
necesariamente 1 en. verdaderas! .« 1o y-a-4. v, por consiguiente,
otorga también el valor verdadero a la conclusién 5., pues esta no
puede ser ,falsa a‘menos' que concedamos que 1. es falsa, en cuyo
caso estariamos incurriendo en contradiccién. Por tanto, el esque-
ma de demostrczc’ién propuesto, tomado en su conjunto, si garan-
tiza lq construccion de una inferencia légicamente vdlida y el es-
tablecimiento de una regla de deduccién légicamente conclusiva
para legitimar la separacién del consecuente de 1. de su respec-
tivo antecedente. Por consiguiente, o bien se asume la validez
del esquema de prueba propuesto y con ello que el MP es una re-
gla de inferencia en toda pruebg por induccién matemdtica, o bien
se sostiene lo contrario y se concede que la conclusién de la linea
9. es gratuita con lo que se estaria aceptando que realmente no

dr'—"(7-) bA{mtamos que el ejemplo de la estructura matemética no in-

dctiva basta para probar que el PIM no es una proposicién légicamen-
te verdadera y, consecuentemente, carece de la universalidad necesaria
que usualmente se reclama para los juicios sintéticos 2 priori, lo cual
puede entenderse como una limitacién para las pretensiones de Poinca-

II:'{e pelxl‘o al mismo tiempo para las posiciones logicistas derivadas de
ussell.
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hay pruebas inductivas y con ello un absurdo desde el purito de
vista matemdtico y una limitacién légica que no existe (8). :

Este resuliado nos permite sostener que el MP es condicién
necesaria para la aplicacién del PIM y que éste, a su vez, es con-
dicién suficiente para asequrar que el MP ha sido utilizado. Asi-
mismo, en la medida que las condiciones necesarias de una for-
mulacién no son otra cosa que los presupuestos para su validez,
vale decir, su légica subyacente, luego podemos aseverar que la
llamada regla de separacién forma parte de la légica subyacents
en toda demosiracién por induccion matemdtica.

2. Pueden hacerse dos observaciones susiomtivas al plemtea-
miento antes desarrollado. La primera seria el sefialar que es una
cuestiéon de hecho que se han construido sistemas légicos satisfac
torios, como el M.]. Nicod, que utilizem una regla de inferencia
distinta a la aqui postulada,y, consecuentemente, podria sostener-
se que si se usara dicho sistema para la formalizacién de la arit-
mética, no seria necesario presuponer al MP. La segunda podria
ser tomada de una de las consecuencias mdés interesantes del lla-
mado teorema fundamental. de Herbremnd. que implica que el MP
es omitible en la teoria de la’ cummtificacién, la que puede cons-
truirse utilizzmdo las denominadas “‘reglas del pasaje”, las dos re-
glas de generdlizacién y la“regla ‘generdlizada de simplificacién.
La correccién de estos resultados, con sus respectivas limitaciones,
ha sido verificada y comentada, entre otros, por Burton Dreben en
sus notas adjunias a la publicacién de los trabajos de Herbrand
contenidos en From Frege to Gédel de van-Heijenoort.

Nos dedicaremos chora a observar, con detalle la primera ob-
servacién. Nicod (9) construyd un sistema légico reduciendo los
usuales operadores de la légica proposicional a solamente el ope-
rador de incompatibilidad con el cual es posible construlr un sis-
tema funcionalmente completo debido a que permite expresar cual-
quiera de los 16 operadores binarios posibles. Dadas las restric-
ciones del lenguaje de Nicod, no es posible formular en su siste-
ma direciamente del MP sino su equivalente. Sin embargo la re-

(8) En el sistema de Peano contenido en Los principios de la arit-
mética presentados por un nuevo método, el MP no aparece como re-
gla de inferencia lo que da lugar a que las pruebas inductivas, desde
el punto de vista estrictamente formal sean gratuitas. Pero esta insu-
ficiencia no debe entenderse en el sentido de que Peano sostuvo que su
axiomatizacién no necesitaba del MP sino que no lo hizo explicito, lo
cual fue una deficiencia formal y es compatible ¢con nuestro plantea-

miento. .
. (9) ' El sistema de Nicod puede verse en Copi, Symbolic Logic,
3a. ed., p. 208. .
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gla de inferencia usada por Nicod no es exactamente equivalents
a la forma canédnica del MP, pues su esquema es el siguiente:

“Desde P y P. /. R / Q se infiere Q"

Redalizando conocidas transformaciones, encontramos que el
equivalente en notacién usual de la regla de Nicod es:

"Desde P y P = (R.Q) se deduce Q".

Como puede verse fdcilmente, el MP es un caso particular de este
esquema cuando se sustituye R por Q (10). Pero, ademdés, se
puede constatar sin dificultad que la regla de Nicod equivale a la
aplicacién sucesiva del MP y de la regla de simplificacién, lo que
prueba que la tradicional regla de inferencia es condicién necesa-
ria para la deduccién en el sistema examinado. '

Para examinar la posible objecién basada en una de las con-
secuencias del llamado teorema fundamental de Herbrand, conte-
nido en su trabajo Investigations in proof theory (1930), es nece-
sario traer a colacién algunas-earacteristicas de su sistema, que es
us,ualmente denominado cén la ‘abreviatura Qy. En esta exposi-
cidén prescindiremos de détalles técnicos muy elaborados y nos li-
mitaremos a proporcionar, informalmente pero con precisién, aque-
llo que es necesario para entender el sentido del argumento.

(i) Las llamadas "reglas del pasaje’’, que pueden denotarse
por el par Jy; Ky, para h = 1, ..., 6, son:

~ (x) ¢o(DIOERILIG ‘¢

~ (Ex) ¢oCx)i Cx)eHid (x)

(x) ¢ (x)vZ (x) (¢ (x)vZ
Zv(x)¢ (x) (x)((Zve(x))
(Ex) ¢ (x) vZ; (Ex) (¢ (x)v2Z)
Zv (Ex) ¢ (x); (Ex) (Zv ¢ (%))

DA WM~

_En estos pares de férmulas se asume que la variable “x” no
es libre en Z. Conmutando las férmulas componentes obtenemos
el par Kui In, con lo que totalizamos 12 “reglas del pasaje” para
el sistema del Herbrand. Asimismo es un resultado conocido, ex-
pre§qd,o en Qgn por la proposicién 3.101, que para cualquier pro-
posicion P se puede obtener otro equivalente P’ por aplicacién de
las reglas anteriores. La férmula P’ se denomina forma normal
prenex y es de la forma:

(Qiy) ... (Quvw) iy GV o Yn)

(10) Este resultado fue sefialado por L. Post en Introduction to a
general theory of elementary propositions, cifra 7.
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en la que cada (Q;y;) es un cuantificador universal o existencial
que liga a alguna de las variables y;, las cuales son todas distin-
tas entre si. Cuando todos los cuantificadores existenciales ante-
ceden a todos los cuontificadores universales, la férmula es cono-
cida como forma normal de Skolem.

Una férmula P es una identidad normal si existe alguna for-
ma normal prenex P’ de ella, desde la cual es derivable por me-
dios conocidos una identidad del tipo

¢ (XD v~9¢(x)

que Herbrand denomina identidad de primera clase.

Una proposicién P tiene la propiedad A si es posible derivar
desde ella, mediante un proceso de sustitucién de esquemas de
cuantificadores (11), una proposicién P' que es una identidad
normal.

Si una proposicién P tiene la propiedad A, entonces existe en
el sistema Qg una prueba para P (12). En breve, si P tiene la pro-
piedad A.entonces | A, Reciprocamente, si P es demostrable

Cru

en el sistema Qg, entonces P liene la propiedad A.

Herbrand establece como resuliado apartir de su teorema fun-
damental (13) que la demestracién en Qg de una proposicién P,
que satisface la propiedad ‘A, precisa Gnica y exclusivamente de
la aplicacién de las ‘reglas del pasaje”, de las reglas de genera-
lizacién vy de la regla generalizada de simplificacién.

Conocida la forma 1égica; de-las 'reglas del pasaje” y de las
reglas de generalizacién universal v existencial, es facil constatar
que ninguna de ellas-legitima ‘la ¢peracién“de” separacién. Esto
es, no nos permiten afirmar a partir de una proposicién dada la
verdad de una de sus proposiciones componentes, por lo que no
hay razén para que alguna de ellas presuponga el MP. Por tan-
to, de las reglas necesarias para construir una demostracién en
Qun, solamente la regla generalizada de simplificacién podria pre-

(11) Un “esquema de cuantificadores” y un “tipo” son nociones
técnicas en el texto de Herbrand que serfa laborioso e innecesario con-
siderar aqui en detalle. Asimismo no existe un algoritmo para decidir,
en general, si cualquier proposicién P tiene la propiedad A.

(12) Este es un resultado de Herbrand que establece que una
teorfa de primer orden es semanticamente completa, teorema cuya prue-
ba se atribuye usualmente solo a Gddel (1930). Como lo sefiala Wang
en Eigthy years of foundational studies, Herbrand no concedié especial
importancia a su demostracién debido a que la nocién de complecién
no era significativa para €1 debido a que aceptaba solamente métodos

finitisticos. . "
(13) Vid. van Heijenoort, From Frege to Gédel, Cambridge, Har- -

md University Press, 1967, p. 558,
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suponer la validez del MP, pues, como veremos a continuacién al
formular su enunciado, ésta si permite la separacién de uno de sus
componentes.

Regla generalizada de simplificacién Df. “Si en una proposi-
cién verdadera (demostrable en Qg) la subproposicién P v P es
reemplazada por P, entonces obtenemos otra proposicién verda-
dera” (14).

La validez de esta regla derivada en Qg supone la demostra-
bilidad de la férmula P v P = P dentro de dicho sistema. En efec-
to, como Burton Dreben lo ha sefialado en detalle en su nota Ba
la edicién consultada, este teorema se establece demostrando en
Qg “PvP->P'vy"P—-> P vP'sin necesidad de recurrir a la ‘“re-
gla de implicacién’ *(15). Por tanto, la prueba en Qg de una pro-
posicién P, que tiene la propiedad A, puede realizarse sin ningu-
na dificultad con independencia del MP usando la regla genera-
lizada de simplificacién para garantizar el rigor de la operacioén
de separacién. Este resultadorse sigue claramente de la demos-
tracién antes descrita y es considerada por Herbrand de la mayor
importancia. Dreben por sd parté'opina que es el resultado basi-
co de la tesis sostenida en Inveéstigations in proof theory.

Sin embargo, la démostracién resefiada no tiene la fuerza su-
ficiente como para sustentar tina afirmacién en el sentido de que
la aritmética sea formalizable sélo con los medios expresivos de
Qg de tal manera que no-sea necesaria la “regla de implicacién®.
Esta posibilidad, que debilitaria significativamente nuestro plantea-
mien}o, realmente no| existe;~enla medidey que el mismo Herbrand
anoté como una limitacidén .de, las consecuencias de su teorema
fundamental qué-el ‘MP 't 'és 'omitible 'en "una teoria matemdtica
que contenga hipétesis. Nuestro autor no entra en mayores deta-
lles para fundamentar la exactitud de este ultimo aserto, pero la
argumentacién que dimos para probar que la mencionada regla
es condicién necesaria para el uso del PIM, es suficiente para ava-
lar la asercién herbrantiana con la tnica condicién que el referi-
do principio sea una hipétesis.

) Ciertamente no es necesaria mayor argumentacién para pro-
bar que el PIM es una hipétesis. Al respecto basta sefialar que es
una proposicién necesaria para derivar especificamente las propo-
siciones verdaderas de la aritmética y por ello hay que afiadirla
en las formalizaciones de ella a los enunciados estrictamente 16-
gicos, como lo hace Herbrand tanto en Investigations in proot

(14) Vid. idem.

(15) Detalles de esta demostracién pueden ser consultados en las

notas A, B y D hechas por Berton Dreben a los textos de Herbrand con-
tenidos en From Frege to Godel.
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theory como en su trabajo On the consistency of arithmetic (1931)

(16).

3. Finalmente, como una limitacién adjetiva de la argumen-
tacién precedente podria, tal vez, observarse que nuestro plantea-
miento carece de generalidad por que no afecta a la versién fuer-
te del PIM. Sin embargo, sin excluir otras posibles respuestas a
esta objecién, nos limitaremos a puntualizar que nuestro plantea-
miento si es vdlido para la denominada versién fuerte del principio
analizado, en la medida que ésta puede ser demostrada a partir
de la enunciacién débil. Al respecto pueden encontrarse pruebas
alternativas con relativa facilidad, pero la que nosotros brindare-
mos a continuacién tiene la ventaja, para nuestros fines, de haber
sido construida dentro de una teoria formalizada de ntimeros en la
que se hace explicita la légica subyacente.

Antes de proseguir, también es oportuno advertir que hemos
optado por una formalizacién del PIM que podria no ser aceptada
por ciertas posiciones intuicionistas. (| Esto es, lo expresamos a tra-
vés de una férmula légica que contiene variables ligadas por cuan-
tificadores, que son denominadas, deniro, de una tradicién iniciada
por Whitehead y Russell, varigbles dparentes. Esta formalizacién
tiene importantes diferencias tedricas conla presentada, por ejem-
plo, por Herbrand en su demostracion de la consistencia de la arit-
mética, la cual no contiene-variables aparentes. De otra parte,
anotamos que es generalmentera la versién fuerte a la que se de-
nomina Principio de Induccién Completa.

La férmula que demostraremos como teérema es la siguiente:

(x) (D) (< xA@ )Y > AD)) = (x) Ax)

En la demostracién se utilizard el teorema de la deduccién, y
se tomardn como premisas algunos teoremas de la Teoria Formal
de Niumeros de Mendelson (17), los que listaremos a continuacién.
También se utilizardn como reglas de inferencia algunas tcutolo-
gias, que por ser muy conocidas no hace falta que las especifique-
mos previamente, y las reglas de introduccién y eliminacién de

cuantificadores.

Tl. ~ (t < 0)

T2. ACO) . ACl) . ... . AR = &) (x <k = A®x))

T3. t<r=1t < r (En adelante para designar al sucesivo de t
usaremos la expresién t')

(16) Contenido en From Frege to Godel, pp. 618-628.
(17) Vid. E. Mendelson. Introduction to Mathematical Logic. To-
ronto, D. Van Nostrand Company, Inc., 1966, cap. IIL
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X
Z
X

La demostracién es como sigue:

Supongamos una propiedad tal como B(x) que sea en deta-
lle de la forma (z) (z < x = A(z) ). Probaremos primero
en esta primera parte que 0 tiene la propiedad B, esto es B(0).
En la segunda parte probaremos que es verdad B(x') siem-
pre que se suponga que se cumple la hipdtesis inductiva

B(x).

(x) ((2) (z < x = A(z)) -» A(x)) Premisa.
(z) (z < 0> A(z)) = A(0) EU.enl.

11.

12.
13.
14.

©ENOON N

©OND U W

(z< 0= A(2))

(z) (z< 0= A(2))
ACO)
(z) (z < 0> A(2)9
B(0)

(x) ((2) (z <fx 274D -

(x) ((2) (z<'x » A(z)) -

(z) (z< x =» B2
(Z)Cz< X =~ ACz))

(z) (z BHrobéende Betd

AlxH

2K X Dz <X " viz=%

z < x > A(z)

z=1x'-> (A(X') =» A(z))
A) » (z=x" - A(z))

Z= % > AlZ)
zK x = A(2)

(z) (z< %' > A(2))
B(x")

Tl.

Tau ~p->(p> @y
MP. con 3.

3, GU.

2y 5 MP.

6. T2. (para k = 0)

7 es B(0)

A(x)) + B(0); Hay
una prueba de que B(x)
se cumple para x = 0)
A(x) ) Premisa.
Hipétesis inductiva B(x)
2, T3.

1, EU.

3,4 MP.

Df. 2.

3, EU.

T4. Simetria

En 8 Exportacién, Con-
mut. y nuevamente Ex-
port.
5,9 MP.
6,7,10, : %
((p > (qvr :
Cqr==7) . Ci=22p ) =
(p = 2)

Gen. en 11.

12 es B(x')

por tautologia

(x)((2) (z< x> A(2)) = A(x)) + (x) (B(x) =

B(x))

Este paso se justifica
por aplicaciéon del Teo-
rema de la Deduccién
y Generalizaciéon U.



ITII. Desde lo establecido en I y II ¥ el Principio de Induccién Ma-
temdtica obtenemos P + (x) B(x). Vale decir;-Hemos ob-
tenido una prueba a partir de la premisa P (P designa abre-
viadamente la primera linea de I vy la primera linea de..Il)
que nos permite generalizar la propiedad B(x) a todo niime-
ro natural. Ahora, por aplicacién reiterada de la regla de
Ejemplificacién Universal obtenemos P +— x < x = A(x), v
por T5. y MP. tenemos P — A(x), v, aplicando la regla de
Generalizacién Universal y nuevamente el Teorema de la
Deduccién, - P = (x) A(x) que, detallando P, es  (x)
C (@ < x = Afz) ) = AG ) = (x) A(X):

Antes de terminar este articulo hacemos la salvedad de que
aungue nuestra formalizacién del Principio de Induccién Matemda-
tica no es necesariamente compatible con el intuicionismo, sin em-
bargo, nuestra tesis sobre el estatuto de condicién necesaria atri-
buido a la "regla de implicacién”, es compatible con la llamada
légica intuicionista de Gentzen (18) que la incluye como una de
sus reglas primitivas de infefencier™ De igual manera, Andrei Ni-
kolaevich Kolgomorov en su articulo, On-the principle of excluded
middle (1925) desarrolla una légicavintuicionista, aprovechando
los resultados Brouwer, en términos algo“mds exigentes que los
que posteriormente utilizara Heyting. Kolgomorov prueba que el
sistema de Hilbert (1922) para la légica proposicional es reduci-
ble a su sistema B que permite desarrollar la matemdtica sin la
ayuda del principio del, tercio excluido. _Este sistema intuicionista
también es compatible lcon_nuestro( plantéamiento en la medida
que utiliza el MP como, regla,de ;separacion.

. (18) Nos referimos al sistema conocido como NJ, aunque nuestra
tesis se cumple también para NK. .
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